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９　算術化

[I] 原始帰納的関数の性質

(1) 計算可能である。
関数の “定義の仕方”をみれば、その関数の計算が最終的に初期関数の
計算に帰着されるような手順を見出すことができる。

(2) 自然数論を十分に展開できる。
大小関係、整除関係や素因数分解を含む素数の性質、また、不定方程式
論などをかなり詳しく記述できる。

[II] 原始帰納的関数のゲーデル数
原始帰納的関数の “定義の仕方”に、適当な方法で自然数を割り振ることで、
原始帰納的関数の理論そのものを、自然数論の中で展開することができる。
それを実行する前に、まず、原始帰納的関数の “定義の仕方”を復習しておく。
原始帰納的関数とは以下のいずれかで与えられる関数のことである。

(i) 零関数;　 N(x) = 0

(ii) 後者関数; S(x) = x′

(iii) 射影関数; P n
i (x1, · · · , xn) = xi

(iv) 与えられた原始帰納的関数 g1, · · · , gm, h から合成によって得られる f ;

　　　 f(x1, · · · , xn) = h(g1(x1, · · · , xn), · · · , gm(x1, · · · , xn))

(v) 与えられた原始帰納的関数 g, h から帰納的定義によって得られる f ;

　　　
{

f(0, x1, · · · , xn) = g(0, x1, · · · , xn)

f(x′, x1, · · · , xn) = h(f(x, x1, · · · , xn), x, x1, · · · , xn)

これらそれぞれの場合に応じて、原始帰納的関数 f のゲーデル数と呼ばれる
自然数 ⌜f⌝ を次のように “帰納的” に定める。

(i) ⌜N⌝ = 2

(ii) ⌜S⌝ = 6

(iii) ⌜P n
i ⌝ = 2n5i

(iv) ⌜f⌝ = 2n3⌜g1⌝ · · · p⌜gm⌝
m p⌜h⌝m+1

(v) ⌜f⌝ = 2n+13⌜g⌝5⌜h⌝
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いくつか注意点をあげておく。

• (iii) において、n, i は 1 ≤ i ≤ n をみたす。
• (iv) の pk は k + 1番目の素数、すなわち pk = NP(k) とする。また、
n,m ≥ 1 である。

• (v) においては、n ≥ 0 である。
• 任意の原始帰納的関数 f に対して、ν(2, ⌜f⌝) は f の変数の数となって
いる。

• ゲーデル数 ⌜f⌝ は「関数 f の定義の仕方」によって定まるものであり、
関数 f のみによって定まるものではない。 しかし、異なる原始帰納的
関数には異なるゲーデル数が対応している。

例として、和 plus(x, y) = x+ y のゲーデル数を計算してみよう;

　　　
{

plus(0, y) = P 2
2 (0, y)

plus(x′, y) = h(plus(x, y), x, y), ただし h(x, y, z) = S(P 3
1 (x, y, z))

であるから、

　　　 ⌜plus⌝ = 223⌜P
2
2 ⌝5⌜h⌝,

　　　 ⌜P 2
2 ⌝ = 2252, ⌜h⌝ = 233⌜P

3
1 ⌝5⌜S⌝ = 2332

35156

したがって plus のゲーデル数は

　　　 ⌜plus⌝ = 223(2
252)5(2

33(2
351)56) = 22310051519708182382116100125000

となる。
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[III] 原始帰納的関数の判定
原始帰納的関数のゲーデル数について次の定理が成り立つ。

定理 9-1 自然数 x に関する述語;

　　　 x はある原始帰納的関数のゲーデル数である
は原始帰納的述語である。

これを示すために、関数

　　　 PRF(x) =

{
n, xが n変数原始帰納的関数のゲーデル数のとき,

0, そうでないとき,

が原始帰納的であることをみる。
実際、x が以下の (G1)–(G5) のいずれかを満たすとき、PRF(x) = ν(2, x) と
し、いずれも満たさないときは 0 として定義すればよい。

(G1) x = 2

(G2) x = 6

(G3) spf(x) = 2 · 5 かつ ν(2, x) ≥ ν(5, x)

(G4) 1 ≤ m ≤ x なる m で以下をみたすのものが存在する;

spf(x) = 2 · 3 · · · pm+1 かつ m = PRF(ν(pm+1, x)) かつ
ν(2, x) = PRF(ν(p1, x)) = · · · = PRF(ν(pm, x))

(G5) spf(x) = 2 · 3 · 5 かつ ν(2, x) + 1 = PRF(ν(3, x)) + 1 = PRF(ν(5, x))

ここで、(G1)–(G5) はすべて原始帰納的述語であり、また、x ≥ 1 ならば任
意の素数 p について ν(p, x) < x だから、PRF は帰納的定義によって得られ
ることになる。したがって、PRF は原始帰納的である。
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[IV] 原始帰納的関数の数え上げ
すべての原始帰納的関数のゲーデル数を小さい順に並べて x+ 1 番目のゲー
デル数を値とする関数 EN(x) は、次のように定義できる;

　　　
{

EN(0) = 2

EN(x′) = µy≤B(x) { y > EN(x) かつ PRF(y) > 0 }

　　　 ただし B(x) = 2EN(x)5

ここで、B(x) は射影関数 P
EN(x)
1 のゲーデル数であり、B(x) > EN(x) が成

り立っている。
n ≥ 1 として、すべての n 変数原始帰納的関数のゲーデル数を小さい順に並
べて x+1 番目のゲーデル数を値とする関数 NEN(n, x) は、次のように定義
できる;

　　　

 NEN(n, 0) =

{
2, n = 1,

2n5, n ≥ 2,

NEN(n, x′) = µy≤B(n,x) { y > NEN(n, x) かつ PRF(y) = n }

　　　 ただし B(n, x) = 2n3NEN(n,x)52

ここで、NEN(n, x) をゲーデル数としてもつ関数を g(x1, · · · , xn) とすると、
B(n, x) は g と零関数との合成 N(g(x1, · · · , xn)) で表される n 変数関数の
ゲーデル数であり、B(n, x) > NEN(n, x) が成り立っている。
また、便宜的に NEN(0, x) = 0 としておく。


