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７　原始帰納的関数と最小化の関係

[I] 関数・述語のクラス
基本関数

零関数 : N(x) = 0

後者関数 : S(x) = x′

射影関数 : P n
i (x1, · · · , xn) = xi

と、以下の関数

和 : x+ y

積 : xy

半差 : x ⌣ y

をあわせて算術的基本関数という。これらを初期関数として、いくつかの関
数・述語のクラスを定義する。

• R： 原始帰納的関数・述語のクラス；
原始帰納的関数（すなわち、(算術的)基本関数に合成または帰納的定義
を有限回ほどこして得られる関数）、およびそれらによって定まる述語。

• M： 最小化による関数・述語のクラス；
算術的基本関数に合成または最小化を有限回ほどこして得られる関数、
およびそれらによって定まる述語。

• MB： 有界最小化による関数・述語のクラス；
算術的基本関数に合成または有界最小化を有限回ほどこして得られる関
数、およびそれらによって定まる述語。

原始帰納的述語から有界最小化により定義される関数は原始帰納的であった
から、MB に属する関数・述語はすべて R に属する。 このことを

　　　MB ⊂ R

で表す。 一方、

　　　MB ⊂M

が成り立つことは明らかである。
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[II] MB に属する関数・述語

(i) sg(x) および sg(x) はMB に属する。
　　　 sg(x) = 1 ⌣ x, sg(x) = 1 ⌣ sg(x)

(ii) |x− y| はMB に属する。
　　　 |x− y| = (x ⌣ y) + (y ⌣ x)

(iii) x = y および x ̸= y はMB に属する。
　　　 sg(|x− y|), sg(|x− y|) がそれぞれの特性関数

(iv) x < y および x ≤ y はMB に属する。
　　　 sg(y ⌣ x), sg(x ⌣ y) がそれぞれの特性関数

(v) 述語 A,B がMB に属するならば、
　　　Aでない, AかつB, AまたはB

もMB に属する。
(vi) quo(x, y) はMB に属する。

　　　 quo(x, y) = µz≤x [x < y(z + 1) または y = 0]

(vii) rem(x, y) はMB に属する。
　　　 rem(x, y) = x ⌣ (y · quo(x, y))

(viii) x ≡ y (mod z) はMB に属する。
　　　 sg(rem(|x− y| , z)) が特性関数

(ix) 「x は素数である」はMB に属する。
　　　 x は素数である
　　　 ⇐⇒ 1 < x かつ µd≤x [ 1 < d かつ rem(x, d) = 0 ] = x

(x) x/2 および √x の整数部分 [x/2] , [
√
x] はMB に属する。

　　　 [x/2] = µy≤x [x < 2(y + 1)] , [
√
x] = µy≤x [x < (y + 1)2]

(xi) x(x+ 1)/2 はMB に属する。

　　　 x(x+ 1)

2
= µj≤x2 [2j = x(x+ 1)]
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[III] 簡単な補題 二つの自然数列 {ai}, {bj} および自然数 x に対して、

　　　 aj = bj (j = 0, 1, · · · , x) ⇐⇒ µj≤x [ aj ̸= bj ] = x+ 1

が成り立つ。

[IV] 重要な補題 次の (∗)をみたすMB に属する２変数関数 T (i, w)が存在する；

(∗)


任意の自然数の有限列 a0, a1, · · · , an に対して、
　　　 ai = T (i, w0) (i = 0, 1, · · · , n)

をみたす自然数 w0 が存在する。

—証明は次章で行う—

[V] 定理 R ⊂M.

[証明] M に属する関数から帰納的定義によって定まる関数が、再びM に
属することをいえばよい。 簡単のため、変数の個数が少ない場合を考える。
すなわち、g(x, z), h(y, x, z) がM に属すると仮定して、

　　　 (∗)

{
f(0, z) = g(0, z)

f(x′, z) = h(f(x, z), x, z)

によって定まる f(x, z) が M に属することを示す（一般の場合も同様に示
される）。
さて、しばらく x, z を固定する。 このとき (∗)は

　　　 (♯)



f(0, z) = g(0, z)

f(1, z) = h(f(0, z), 0, z)

f(2, z) = h(f(1, z), 1, z)
...

f(x′, z) = h(f(x, z), x, z)

と書くことができる。 これらの式の左辺を並べた有限数列

　　　 f(0, z), f(1, z), . . . , f(x, z), f(x′, z) = f(x+ 1, z)

を考える。 重要な補題に現れるMB に属する関数 T (i, w) を用いれば、あ
る自然数 w0 をとって

　　　 f(i, z) = T (i, w0) (i = 0, 1, · · · , x, x+ 1)
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が成り立つようにできる。 上の (♯)に当てはめれば、

　　　
{

T (0, w0) = g(0, z)

T (j + 1, w0) = h(T (j, w0), j, z) (j = 0, 1, . . . , x)

となる。さらに、下の x+ 1 個の式の辺々を自然数列とみて、簡単な補題を
適用すれば

　　　
{

T (0, w0) = g(0, z)

µj≤x [ T (j + 1, w0) ̸= h(T (j, w0), j, z) ] = x+ 1

と書き換えられる。 このような w0 の存在から、M に属する関数

　　　 G(x, z) = µw[ T (0, w) = g(0, z) かつ
µj≤x [ T (j + 1, w) ̸= h(T (j, w), j, z) ] = x+ 1 ]

が定義できる。 このとき、再び簡単な補題から

　　　
{

T (0, G(x, z)) = g(0, z)

T (j + 1, G(x, z)) = h(T (j, G(x, z)), j, z) (j = 0, 1, . . . , x)

が成り立つが、これを (♯)を用いて書き換えれば

　　　



T (0, G(x, z)) = f(0, z)

T (1, G(x, z)) = h(T (0, G(x, z)), 0, z) = h(f(0, z), 0, z) = f(1, z)

T (2, G(x, z)) = h(T (1, G(x, z)), 1, z) = h(f(1, z), 1, z) = f(2, z)
...

T (x′, G(x, z)) = h(T (x,G(x, z)), x, z) = h(f(x, z), x, z) = f(x′, z)

が上から順に得られる。 とくに、下から 2行目

　　　 f(x, z) = T (x,G(x, z))

が成り立つことがわかる。ここで、G, T はM に属するから、f(x, z) もM
に属することが確かめられた。 （証明終）

【注意】 同様の方法で、R ⊂MB を示すことができるように見える。しか
し、たとえ g, h がMB に属していても、さらに T (i, w) がMB に属してい
ても、G(x, z) の定義からは、G がM に属するがMB に属するとは必ずし
もいえない。したがって、f がMB に属することは（この証明法では）導け
ない。


