
代数入門演習 NO. 1 2013. 10.1

1 代数とは, 集合の基本事項 (復習)

代数入門および演習では主として足し算と掛け算のみを使って整数の性質を調べる. まず具
体的な内容には触れず, 少し広い視点から代数という分野を説明する.

1.1 代数系 -環・体・群-

代数とは, 一言でいうと代数系の構造を研究する分野である1:

「代数系」=「和や積などができる集合」

例 1.1. すでによく知っている以下の集合は代数系の例である.

1. 整数全体の集合 Z : 和が好きなようにできる.積も割と好きなようにできる.

2. n項列ベクトル空間 Cn : 和とスカラー倍が好きなようにできる.

3. 有理数全体の集合 Q : 和も積も好きなようにできる.

4. n次行列全体の集合 Mn(C) : 和とスカラー倍は好きなように, 積は割と自由にできる.

5. n次正則行列全体の集合 GLn(C) : 積が好きなようにできる.

ここで,「· · · が好きなようにできる」というのは, 考えている集合内でその逆の操作が
常にできることを, 「割と」は逆の操作は自由にできない,という意味である. 例えば, Zで
は和の逆の操作である「差」も自由にできる. しかし, 積の逆の操作である「商」は自由に
はできない. (例えば Zの中で 2による商を考えることは一般にはできない.) 一方, Qでは
0以外の全ての数に対して, 積の逆の操作である商が定義される.
上の例に出てきた「和」「積」「スカラー倍」は全て代数系の例を与えるが,その中でも

「和」「積」は 2項演算と呼ばれるものの例である. ここで, ある集合X 上の (2項)演算と
は, Xの 2つの要素に対して, Xの要素を対応させる写像2 のことである. 実際, 整数やベク
トルの和や整数の積は次のように表すことができる.

m,n ∈ Z 7→ m + n ∈ Z

a,b ∈ Cn 7→ a + b ∈ Cn

m,n ∈ Z 7→ m × n ∈ Z

一方, ベクトルのスカラー倍は

c ∈ C,a ∈ Cn 7→ ca ∈ Cn

と表され, 定義域に異なる集合の要素があるため和や積とは違う形をしている. ともに 2項
演算であるという意味で, 和「+」と整数の積「×」は仲間である. 以下ある集合X 上の 2
項演算を ◦と表しておく. (とりあえず ◦は+や×を表すと思ってよい.) 2項演算に関して
は次が基本的な定義である.

1どういう代数系をどういう手法で研究するかでさらに細分化される.
2かっこよくいうと, X の直積集合を定義域とし, X を終域とする写像 X × X → X のこと.
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(結合律) 任意の a, b, c ∈ X に対して (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)が成立する.

(単位元) ある e ∈ X が存在して任意の a ∈ X に対して a ◦ e = e ◦ a = aが成立する. この eを
(◦に関する)単位元という.

(逆元) a ∈ X に対して a ◦ b = b ◦ a = eとなる b ∈ X が存在する. この bを (◦に関する)aの
逆元という.

(可換性) 任意の a, b ∈ X に対して a ◦ b = b ◦ aが成立する.

「結合律」は a ◦ bから計算しても b ◦ cから計算しても結果が同じになることを意味する. 当
たり前の性質に見えるが下の例が示すようにそうではない. X = Zで ◦ = +の場合, e = 0
が単位元である. この場合 aの逆元 bとは要するに−aのことである. (◦ = ×の場合, 単位元
eや aの逆元は何か?) 「可換性」は ◦ = +では成立するが, 行列の×などでは成立しない.

例 1.2. X = R3 とし, 2 項演算 ◦ としてベクトルの外積 × を考える. つまり, a =
t
(
a1 a2 a3

)
,b = t

(
b1 b2 b3

)
∈ R3に対して

a ◦ b := a × b =

a2b3 − b2a3

a3b1 − b3a1

a1b2 − b1a2

 ∈ R3

とする. この 2項演算は結合律を満たさない. (a = b = e1, c = e2としてみよ.) また可換
性も満たさず単位元も存在しない. (単位元がないので逆元を考えることもできない.)

整数全体の集合 Zは 2つの 2項演算+と×をもっていて, それらはともに結合律と可換
性をみたし, それぞれに対して単位元が存在する. また, 和に関しては逆元も必ず存在する.
このような 2種類の 2項演算をもつ集合 Rを (可換)環という3. 他に大事な環の例として,
例えば Z係数の多項式全体の集合 Z[x]がある. また n次正方行列全体の集合 Mn(C)は非
可換な環の例である. 代数入門では, Zや Z[x]を通して可換環の基礎事項を学習する. また,
Rが可換環であってさらに積に関しても (0以外の任意の元の)逆元が存在するとき, Rは体
である,という. 有理数全体の集合 Qや実数全体の集合 Rは体の例である.
ちなみに, 結合律を満たし単位元と任意の元に対する逆元をもつような 2項演算 ◦があ

る集合は (◦に関して)群である, という. n次正則行列全体の集合 GLn(C)は行列の積に関
して群になる. また, n文字の置換全体の集合 Snも置換の合成に関して群になる.

1.2 集合の基本事項 (復習)

大文字 (X,Y,A,B,Ai, Bj , · · · )は集合を表すものとする. 次の基本事実 (鉄則)を使いこなせ
るようになるのがこのプリントの目標です.

1. 「A ⊂ B」は「x ∈ Aならば x ∈ B」と同値.

2. 「A = B」は「A ⊂ BかつA ⊃ B」と同値.

3. 「A 6⊂ B」は「x 6∈ Bをみたす x ∈ Aが存在する」と同値.

4. 「x ∈
∪
i

Ai」は「ある iに対して x ∈ Ai」と同値.

5. 「x ∈
∩
i

Ai」は「全ての iに対して x ∈ Ai」と同値.

3正確には, 2つの 2項演算の間に「分配法則」が成り立つことも定義に入れる.
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1.3 問題編

問題 1.1. A,B,C はどれも, ある集合 X の部分集合とする. 次を示せ.
(1) A ⊂ B ⇐⇒ A ∩ B = A.
(2) A ⊂ B =⇒ A ∩ C ⊂ B ∩ C.
(3) C ⊂ A かつ C ⊂ B =⇒ C ⊂ A ∩ B.

問題 1.2. Ai (i ∈ N), A,B,C はどれも, ある集合 X の部分集合とする. 次の等式を示せ.

(1) A ∩

(∪
i∈N

Ai

)
=

∪
i∈N

(A ∩ Ai).

(2) A ∪

(∩
i∈N

Ai

)
=

∩
i∈N

(A ∪ Ai).

(3) (A ∩ B) − C = (A − C) ∩ (B − C).
(4) A − (B − C) = (A − B) ∪ (A ∩ C).

問題 1.3. 次の等式は正しいか? 正しければ証明を, 正しくなければ反例を与えよ.

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ C

問題 1.4. R2の部分集合An, Bn (n ∈ N) を次で定義する.

An := {(x, y) ∈ R2 |0 ≤ x ≤ 2n, 0 ≤ y ≤ n},
Bn := {(x, y) ∈ R2 |0 ≤ x ≤ 2n, 0 ≤ y ≤ 1/n}.

(1)
∪
i∈N

Aiを求めよ. (2)
∩
i∈N

Biを求めよ.

問題 1.5. A := {x ∈ R | x = a + b
√

2 (a, b ∈ Q)}とする. 　
(1) x ∈ A, y ∈ A ⇒ x + y ∈ A, x − y ∈ A, xy ∈ Aを示せ.
(2) x ∈ A − {0} ⇒ x−1 ∈ Aを示せ.
(3) Aの定義の「a, b ∈ Q」を「a, b ∈ Z」に変えた集合を A′とすると, A′について (1)(2)

と同様のことは成立するか?

3


