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次の問題のうち， 1 , 2 にはかならず答えよ．さらに， 3 , · · · , 9

から２問選択し，計４問について解答せよ．

1 A を複素数を成分とする n 次正方行列とする． 複素数 α に対して，
W (α) を α に属するAの固有空間とし，

X(α) = { (A− αE)x | x ∈ Cn }

とおく． ただし，E は n 次単位行列である． A が A2 = 5A をみたす
とき，以下を示せ．

(1) X(0) ⊂ W (5).

(2) X(5) ⊂ W (0).

(3) X(0)⊕X(5) = Cn.

また，A は対角化可能かどうか答えよ．

2 2A , 2B の両方に答えよ．

2A 次の広義積分を計算せよ．∫ ∞

0

log

(
1 +

1

x2

)
dx

2B p は正の定数とし， f(x) は有界閉区間 I = [a, b] で正値連続で，

max
x∈I

f(x) =M

とする．

(1) 極限値 lim
n→∞

p
1
n を求めよ．

(2) lim
n→∞

(∫ b

a

f(x)ndx

) 1
n

=M であることを示せ．



3 pを素数とするとき，合同式

x2 + y2 + 1 ≡ 0 (mod p)

をみたす整数 x, yが存在することを示せ．

4 自然数 n > 1 に対して，

Rn =
{ a

b
∈ Q

∣∣∣ a, b ∈ Z, b ̸≡ 0 (mod n)
}

とおく．ただし，Q, Z は，それぞれ，有理数体，整数環とする． 以下
のことを示せ．

(1) Rn が Q の部分環であるためには，n が素数であることが必要
十分である．

(2) R5 の極大イデアルは単項イデアル (5) のみである．

(3) 包含写像 Z → R5 は，可換環の同型 Z/5Z ∼= R5/(5) を引き
起こす．

5 実数を成分とする 2行 2列の行列全体の集合をM2(R)とする．実数
s ̸= 0をひとつ固定し，

Ns = {X ∈M2(R) | detX = s}

とおけば，Nsは 3次元のC∞級多様体であることを証明せよ．さらに，
実数 t ̸= 0 に対して，NtはNsとC∞級微分同相であることを証明せよ．

6 次の広義積分の値を留数計算を用いて求めよ．ただし a は正の実数
とする．
　　 ∫ ∞

0

sin ax

ex − e−x
dx



7 f : R → R は有界可測で，任意の実数 x に対して f(x+ 1) = f(x)

を満たすとする．
⟨f⟩ =

∫ 1

0

f(x)dx

とおくとき，任意の g ∈ L1(0, 1) に対して

lim
n→∞

∫ 1

0

f(nx)g(x)dx = ⟨f⟩
∫ 1

0

g(x)dx

が成り立つことを示せ．

8 平面R2の第１象限内で，次の (a), (b) をともに満たす曲線

C : y = ψ(x)

を求めよ．

(a) 曲線 C上の任意の点を P とする．点 P における曲線 C の接線と，
x軸，y軸の交点を，それぞれ，Q，R とするとき，RP = PQ が成り
立つ．
(b) 曲線 C は点 (2, 3) を通る．

9 (X,O)を位相空間とし，f : (X,O) → (X,O)を連続写像とする．点
p ∈ Xが f の不動点であるとは，f(p) = pが成り立つことである．
(X,O)がハウスドルフ空間であれば，f の不動点全部の集合 Y は (X,O)

の閉集合であることを証明せよ．
（ヒント： 部分集合Z = {p ∈ X | f(p) ̸= p}が (X,O) の開集合である
ことを示せ．）


