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●授業の進め方と単位の出し方

1. 講義と演習，ともに出席をとります。毎回 1人 1片ずつ出席ラベルを配

ります。学籍番号，名前を書いて所定のところにはってください。

2. 質問を歓迎します。出席ラベルの余白に質問または感想を書いてくださ

い。次回までに答えたいと思います。答をまとめて，位相入門通信とし

て配ります。

3. ラベルをはると，出席点 1点を出します。20点を満点とします。

4. 問題を解いた人には，1題 5点を出します。20点を満点にします。

5. 以上の合計点から 10点を引いたものを持ち点 xとします。

6. 講義，演習の 2回の試験の合計点にある変換をします。その方法は，0

点は 0点，最高点はだいたい 100点，平均点をだいたい 50点とするも

のです。その結果得られた点数を yとします。

7. 成績表につく点 zは次式で与えます。

z = x+
(100− x)

100
× y = x+ y − xy

100

8. 教室では，飲み物はかまいませんが，食事はしないでください。
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1 集合と写像（復習）

微分積分学と集合論で用いられる標準的な述語と記号を用いることにする。

R = 実数全体の集合

Q = 有理数全体の集合

Z = 整数全体の集合

N = 正の整数全体の集合

1.1 条件により定まる集合

Aを集合とするとき，x ∈ Aは xがAの元であることを表す。xがAの元

でないときは x /∈ Aとかく。S を集合とする。そのとき

{x | x ∈ S かつ“ . . . ”}

は Sの元で条件 “ . . . ”を満たすもの全体のつくる集合を表す。たとえばふた

つの集合 Aと B の合併集合は

A ∪B = {x | x ∈ Aまたは x ∈ B}

と表され，Aと B の共通部分は集合

A ∩B = {x | x ∈ Aかつ x ∈ B}
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である。x ∈ Aと x ∈ B が同時に起こらないとき，Aと B は交わらないと

いい

A ∩B = ∅

と表される。ただし，ここで ∅は空集合を表す。
条件 P と Qについて

P ⇒ Q

は P ならばQ，すなわち P が成り立つときQが成り立つことを意味する。も

しも P ⇒ Qでさらに Q ⇒ P も成り立つとき，P と Qは同値であるといい

P ⇐⇒ Q

とかく。

Aと B を集合とする。すべての xに対して，x ∈ A ⇒ x ∈ B が成り立つ

とき，Aは B の部分集合であるといい

A ⊂ B

と書く。したがって，A ⊂ Aはすべての Aについて成り立つ。その意味で，

⊂は <でなく ≦に似ている。A ⊂ B のことを B ⊃ Aとも表す。

集合 Aと B の差集合とは集合

A−B = {x | x ∈ Aかつ x /∈ B}
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のことである。ここでは必ずしもB ⊂ Aとは仮定しない。したがって，すべ

ての集合 A,B に対し A−B が定義される。

記号 {a}はただひとつの元 aからなる 1元集合を表す。a, b, c, . . .を元とす

る集合は {a, b, c, . . .}とかかれる。この表し方は，a, b, c, . . .を特定しにくい

ので，十分に正確といえないこともある。より正確に表すには次のような方

法もある。

n個の元 a1, a2, . . . , anからなる集合を {a1, a2, . . . , an}と表す。このとき，
ai = aj であることも許す。すなわち，n個より小さい集合を表すこともあり

える。

無限個の元 a1, a2, . . . , an, . . .からなる集合を {a1, a2, . . .}または
{a1, a2, . . . , an, . . .}と表す。記号 “ . . . ”の使い方に注意してほしい。後に詳

しく論ずることであるが，無限集合がつねにこのように表されるとは限らな

い。また，a1, a2, . . .のなかに同じものがたくさんあるときには {a1, a2, . . .}
は有限集合になることもありえる。

1.2 積集合，有限列

aを第1項，bを第2項とする順序対を (a, b)で表す。すなわち，(a, b) = (c, d)

となるのは，a = cかつ b = dのときで，そのときに限るものとする。集合

A,B に対して，積集合 A×B とは a ∈ Aかつ b ∈ B であるようなすべての

順序対 (a, b)全体のつくる集合

A×B = {(a, b) | a ∈ Aかつ b ∈ B}
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のことである。A×Aのかわりに A2 とかいてもよい。さらに正の整数 nに

対して

An = A×A× · · · ×A (n個の積）

= {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n}

と表す。

Anの元 (a1, a2, . . . , an)は Aの元からなる長さ nの有限列という。同じ元

からなる集合 {a1, a2, . . . , an}とは異なることに注意せよ。たとえば

(1, 2, 3, 4, 5) ̸= (2, 4, 1, 3, 5) だが {1, 2, 3, 4, 5} = {2, 4, 1, 3, 5}

(1, 2, 1, 2, 1) ̸= (1, 2) だが {1, 2, 1, 2, 1} = {1, 2}

1.3 写像

集合 Aから B への写像

f : A → B

とは次の 3つのもの A,B, f で与えられるものである。すなわち，A,B は集

合で，Aの任意の元 aに対し，Bの元 f(a)がちょうどひとつだけ定まってい

るものとする。 写像 f : A → Bが与えられているとは，単に Aから Bへの

矢印があるということでなく，Aの元 aに対し B の元 f(a)が既に決められ

ているという状態である。また，写像 f : A → B を定めるということは，A

のすべての元 aに対しBの元 f(a)を定める方法を決めるということである。

このときAを写像 fの定義域，Bを写像 fの値域とよぶ。また，元 b = f(a)

を元 aの写像 f による像という。

より一般に，部分集合 A′ ⊂ Aに対して，A′ の像を集合

f(A′) = {b |ある a ∈ A′に対して b = f(a)}

であると定義する。f(A′)は B の部分集合である。

単に，写像 f の像とは，A′ = Aのときの像

f(A) = {b |ある a ∈ Aに対して b = f(a)}
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のことをいう。ここで，像 f(A)と値域 B の用語の用い方が，高校で教わっ

たことと異なっているようである。注意してほしい。

a ̸= a′ ⇒ f(a) ̸= f(a′)が成り立つとき，f は単射である，または，1 : 1で

あるという。

“f は単射” ⇐⇒ “a ̸= a′ ⇒ f(a) ̸= f(a′)”

f(A)が B 全体になっているとき，f は全射である，または，上への (onto)

写像であるという。

“f は全射” ⇐⇒ “f(A) = B”

fが同時に単射でありかつ全射であるとき，fは全単射であるという。f : A →
B が全単射であるとき

f : A ∼ B
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とかく。このとき，f の逆写像 f−1 : B → Aを f(a) ∈ B に a ∈ Aを対応さ

せるものとして定めることができる。

f−1 も全単射である。すべての a ∈ Aに対して f−1(f(a)) = aが成り立ち，

すべての b ∈ B に対して f(f−1(b)) = bが成り立つ。

“a = f−1(b)” ⇐⇒ “b = f(a)”

写像 fに逆写像が存在しないときでも，各元 b ∈ Bに対して bの逆像 f−1(b)

を次のように定義することができる。

f−1(b) = {a | a ∈ Aかつ f(a) = b}

ここで f−1(b)は Aの元ではなく，Aの部分集合であることに注意してほし

い。b /∈ f(A)のときには f−1(b) = ∅である。より一般に B′ ⊂ B に対して

f−1(B′) = {a | a ∈ Aかつ f(a) ∈ B′}

とおき，これも逆像という。

f : A → B，g : B → C を写像とすると，g(b)の bに f(a)を代入すること

により，AからCへの新たな写像を定義することができる。これを f : A → B

と g : B → C の合成写像といい，記号 g ◦ f : A → C で表す。

g ◦ f(a) = g(f(a))
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すなわち，a ∈ Aを，まず f で B に写し，f(a) ∈ B を得て，続いてそれを

gで C に写し，g(f(a)) ∈ C を得ることになる。これを，矢印を用いて

g ◦ f : A
f→ B

g→ C

と表すこともできる。このとき，f, g のどちらを先に適用するかと，どちら

を左に書くかに注意し，なぜそう表すのか納得して欲しい。

f : A → B を写像とし，A′ を Aの部分集合とする。そのとき写像 fA′ :

A′ → Bを，すべての a ∈ A′に対し fA′(a) = f(a)として定める。すなわち，

写像 f の定義域を A′ に縮めたものである。この写像 fA′ を写像 f の集合 A

への制限とよび，記号 fA′ または f |A′ : A′ → B で表す。

部分集合 A′ ⊂ Aに対し，A′から Aへの写像 ι : A′ → Aを ι(a) = aによ

り定める。包含写像という。すると f |A′ = f ◦ ιが成り立つ。厳密には記号
の乱用であるが，次の表し方はよく使われる。

ι : A′ ⊂ A

特に，A′ = Aのときの包含写像は恒等写像と呼ばれ，全単射である。記

号 1または 1A が用いられる。これらの写像は形式的議論をするとき便利で

ある。

1A : A ⊂ A

1.4 列，集合の列

Aを集合とするとき，Aの元の列 (無限列)とは Aの元を成分とする列

a1, a2, . . .

である。すなわち，各 i ∈ Nに対し，Aの元 aiが定まっていることで，いい

かえると，iに対して ai を対応させる写像が与えられていることである。通

常，カッコにはさんで (a1, a2, . . .)または (a1, a2, . . . , an, . . .)のようにかく。

(ai)i=1,2,... または，単に (ai)
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と表すこともある。有限列の場合と同様に，元の列は写像の像

{a1, a2, . . .} = {a |ある i ∈ Nに対して a = ai}

とは異なる。列を考えるときは，何が含まれているかだけでなく，何が何番

目に含まれているかが重要である。

M1,M2, . . .を集合の列とする。すなわち，各 i ∈ Nに対して，集合Miが

定まっているものとする。そのときすべてのMi の共通部分が

∞∩
i=1

Mi = {m |すべての iに対してm ∈ Mi}

によって定義される。同様に，すべてのMi の合併集合は

∞∪
i=1

Mi = {m |ある iに対してm ∈ Mi}

により定義される。　
∞∩
i=1

Mi の代わりに

∩
n∈N

Mn または，単に
∩
n

Mn

もよく用いられる。これに似た記号は有限個の集合の列の共通部分，合併集

合に対しても使われる。

例題 (i) Inを開区間
(
−1 +

1

n
, 1− 1

n

)
とする。ただし，I1 = ∅である。

このとき
∞∪

n=1

In を求めよ。

(ii) Jnを閉区間
[
−1 +

1

n
, 1− 1

n

]
とする。ただし，J1 = {0}である。この

とき
∞∪

n=1

Jn を求めよ。

(iii) このように，閉区間の合併が開区間になることがあるが，開区間の合併

が閉区間なることはないことを示せ。

解答 (i) すべての n に対し In ⊂ (−1, 1) である。したがって
∞∪

n=1

In ⊂

(−1, 1)である。

逆に t ∈ (−1, 1)とすると t + 1 > 0かつ 1 − t > 0である。したがっ

て，十分大きい n に対し t + 1 >
1

n
かつ 1 − t >

1

n
となる。よって

−1 +
1

n
< t < 1− 1

n
が成り立つ。すなわち t ∈ In である。
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以上より t ∈ (−1, 1)とすると，十分大きい nに対し t ∈ Inであること

がわかった。したがって (−1, 1) ⊂
∞∪

n=1

In である。

あわせれば
∞∪

n=1

In = (−1, 1)が示された。

(ii) (i)において In を Jn で置きかえれば，すべて成り立つ。

(iii) In = (an, bn)を開区間とし，
∞∪

n=1

Inが閉区間 [c, d]であると仮定して矛

盾を導く。仮定より c ∈
∞∪

n=1

Inが成り立つ。したがって，ある nに対し

c ∈ Inである。In = (an, bn)より an < cがわかる。ゆえに，十分小さ

い ε > 0に対し c−an > ε > 0が成り立つ。よって an < c− ε < c < bn

である。すなわち

c− ε ∈ In ⊂
∞∪

n=1

In = [c, d]

であるが，これは矛盾である。 □

このように，集合の議論では無限個のものの合併や共通部分が，極限の操

作を経ずに，いっぺんに定まる。無限個の集合の合併や共通部分を，有限個

の集合の合併や共通部分の極限として扱うことは無理があり，正しくない結

論を導くことがある。

1.5 集合族

集合として，その元がすべて集合であるものを考えることがある。そのよ

うなものを，特に集合族とよぶ。G を集合族とする。G はある範囲の集合の
集まりである。すべての集合の集まりというものを集合として扱ってはいけ

ない。それはもはや集合でないことが知られている。

G ∈ GとするとGは集合であるから，Gの元の列は集合の列にほかならな
い。集合の列とは特定の集合 Nの各元 nに対し，G の元Gnを対応させるも

のである。より一般に，ある集合Aの各元 αに対し，ある集合族 Gの元Gα

を対応させることを考えよう。このようなものを Aを添え字集合とする集合

族といい

(Gα)α∈A または (Gα)

と表す。このような集合族に対してもそれらの共通部分，合併集合が定義で
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きる。 ∩
α∈A

Gα = {x |すべてのα ∈ Aに対して x ∈ Gα}∪
α∈A

Gα = {x |あるα ∈ Aに対して x ∈ Gα}

特に，A = NかA = {1, 2, . . . , n}のときは，まえに述べた集合の列の共通部
分，合併集合になっている。さらに，任意の集合族 G に対し，それに属する
すべての集合の共通部分や合併集合を考えることもできる。それらは∩

G∈G

G = {x |すべての G ∈ G に対して x ∈ G}∪
G∈G

G = {x |ある G ∈ G に対して x ∈ G}

である。最後にかかれている，Gに属するすべての集合の合併集合を G∗とか

くこともある。

G∗ =
∪
G∈G

G

一般に，集合 X に対して，X の部分集合全体のつくる集合族が考えられ

る。それはX だけから定まるもので，特に，記号 P(X)で表し，集合X の

ベキ (冪)集合という。

P(X) = {Y | Y ⊂ X}

すなわち，AがP(X)の元であるとは，AがXの部分集合であることである。

A ∈ P(X) ⇐⇒ A ⊂ X

また，つねに ∅ ∈ P(X), X ∈ P(X)が成り立つ。このとき，X の元 xと

ひとつの元 xだけからなる部分集合 {x}とを混同してはならない。x ∈ {x}
だが，けっして x = {x}ではない。実際，いかなる集合，またはその元に対
しても，A ∈ Aは成り立ってはならないことが知られている。また，x ∈ X

ならば，{x} ∈ P(X)であるが，x ∈ P(X)は成り立たないことが多い。

集合族と同様に，写像族も考えることがある。Aの各元 αに対し，写像 fα

が定まっている状態である。fαの定義域Xα，値域 Yαは αにより動くこと

もあるし，αに依らず，一定のX,Y であることもある。

(fα)α∈A または (fα)

集合 Aから集合 Bへの写像全体は集合をつくり，BAと表す。BAも写像族

の 1つと考えることができる。

BA = {f : A → B} = (f)f∈BA

例 2 = {0, 1}とおくとき，P(X)と 2X には自然な対応がある。
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証明 A ∈ P(X)に対して，fA ∈ 2X を

fA(x) =

{
1 x ∈ A

0 x /∈ A

と定める。すると，写像 F : P(X) → 2X を F (A) = fAにより定めることが

できる。f ∈ 2X すなわち，f : X → {0, 1}に対して，Af = f−1(1)とおく

と，写像G : 2X → P(X)をG(f) = Af により定めることができる。F とG

はたがいに逆写像である。 □

例題 集合の列M1,M2, . . .について，次式が成り立つことを示せ。

∪
1≦i<j<∞

(Mi ∩Mj) =
∞∩
i=1

∪
j ̸=i

Mj


証明 左辺の集合を A，右辺の集合を B とおき，A ⊂ B, B ⊂ Aを示す。

“A ⊂ B” 左辺は，ある組み合わせに対して，ふたつのMi,Mj に含まれ

る元 xの集まりである。そこで x ∈ Mi0 ∩Mj0 とする。今，i ̸= i0 ならば，

j = i0 は j ̸= iをみたし，x ∈ Mj である。すなわち

x ∈ Mi0 ⊂
∪
j ̸=i

Mj

また，i = i0 ならば，j = j0 に対し，j ̸= iで x ∈ Mj である。ゆえに

x ∈ Mj0 ⊂
∪
j ̸=i

Mj

したがって，すべての iに対し

x ∈
∪
j ̸=i

Mj

これは，x ∈ B を示している。

“B ⊂ A” x ∈ B を仮定し x ∈ Aを示す。すべての iに対し x /∈ Mi なら

ば x /∈ B は明らかである。したがって，ある i0 に対し x ∈ Mi0 である。す

ると，x ∈ B だったから，この i = i0 に対しても

x ∈
∪
j ̸=i

Mj

でなければならない。すなわち，ある j = j0 (j0 ̸= i0)に対して，x ∈ Mj0

である。したがって，とくに，x ∈ Mi0 ∩Mj0 で，これは，x ∈ Aを示して

いる。 □

問題
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1.1 (i) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(ii) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

1.2 (i) X − (A ∪B) = (X −A) ∩ (X −B)

(ii) X − (A ∩B) = (X −A) ∪ (X −B)

1.3 (A ∪B)− (A ∩B) = (A−B) ∪ (B −A)

1.4 A ⊂ B ⇐⇒ A ∩B = A ⇐⇒ A ∪B = B

1.5 A ∩B ∩ C = A ∪B ∪ C ⇒ A = B = C

1.6 A ⊂ B であるための必要十分条件は，すべての C に対して

A ∪ (B ∩ C) = B ∩ (A ∪ C)

1.7 集合A1, A2, B1, B2, B3に対して，次の ( )に入る集合は何か。また，

得られた式を証明せよ。

(A1 ∩A2) ∪ (B1 ∩B2 ∩B3) = ( ) ∩ ( ) ∩ ( ) ∩ ( ) ∩ ( ) ∩ ( )

1.8 集合 B,C に対して

a ∈ B ∪ C ⇒ a ∈ B または a ∈ C

は自明であるが

A ⊂ B ∪ C ⇒ A ⊂ B または A ⊂ C

は成り立たないことがある。説明せよ。

1.9 下図は集合 A,B,C,D に関する Venn図である。それぞれの補集合を

Ac, Bc, Cc, Dcとするとき，Venn図に表されない組み合わせは何か。A∩Bc∩
Cc ∩Dのような式で表せ。
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1.10 (i) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(ii) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

1.11 f : X → Y を写像とするとき

(i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

(ii) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B)

後式について，等号が成り立たないのはどのような場合か。

1.12 (i) f

(∪
λ∈Λ

Aλ

)
=
∪
λ∈Λ

f(Aλ)

(ii) f

(∩
λ∈Λ

Aλ

)
⊂
∩
λ∈Λ

f(Aλ)

後式について，等号が成り立たないのはどのような場合か。

1.13 (i) f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D)

(ii) f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D)

1.14 (i) f−1

(∪
λ∈Λ

Cλ

)
=
∪
λ∈Λ

f−1(Cλ)

(ii) f−1

(∩
λ∈Λ

Cλ

)
=
∩
λ∈Λ

f−1(Cλ)

1.15 (i) A ⊂ f−1(f(A))

(ii) f(f−1(C)) ⊂ C

それぞれに対して，等号が成り立たないのはどのような場合か。

1.16 (i)

(∪
λ∈Λ

Aλ

)
∩B =

∪
λ∈Λ

(Aλ ∩B)

(ii)

(∩
λ∈Λ

Aλ

)
∪B =

∩
λ∈Λ

(Aλ ∪B)

1.17 (i) X −

(∪
λ∈Λ

Aλ

)
=
∩
λ∈Λ

(X −Aλ)

(ii) X −

(∩
λ∈Λ

Aλ

)
=
∪
λ∈Λ

(X −Aλ)

1.18 (i) In =

(
− 1

n
,
1

n

)
とするとき，

∩
n

In を求めよ。
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(ii) Dn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ x2 + y2 <
1

n2

}
とするとき，

∩
n

Dn を求めよ。

1.19 (i) In =

(
0,

1

n

)
とするとき，

∩
n

In を求めよ。

(ii) Dn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣
(
x− 1

n

)2

+ y2 <
1

n2

}
とするとき，

∩
n

Dnを求

めよ。

1.20 (i) In =

(
0, 1 +

1

n

)
とするとき，

∩
n

In を求めよ。

(ii) Dn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣
(
x− 1− 1

n

)2

+ y2 <

(
1 +

1

n

)2
}
とするとき，∩

n

Dn を求めよ。

1.21 (i) In =

(
0, 1 +

1

n
sinn

)
とするとき，

∩
n

( ∪
m>n

Im

)
を求めよ。

(ii) 同じく，
∪
n

( ∩
m>n

Im

)
を求めよ。

1.22 収束する狭義単調増大数列 {an}に対して， lim
n→∞

an = a∞ とする。

(i)
∞∪

n=1

(−∞, an] = (−∞, a∞)

(ii)
∞∩

n=1

(an,∞) = [a∞,∞)

1.23 T0 を R2 の△ABCの内部とし，T1 を T0 の 3辺の中点を頂点とする

三角形の内部とする。以下，同様に，Ti を Ti−1 の 3辺の中点を頂点とする

三角形の内部とする。そのとき，
∩
n

Tn を求めよ。

1.24 集合の列M1,M2, . . .について

∩
1≦i<j<∞

(Mi ∪Mj) =

∞∪
i=1

∩
j ̸=i

Mj


1.25 下式の右辺，左辺およびその差の集合はどのような集合か，説明し，包

含関係を示せ。
∞∪
i=1

∞∩
j=i

Mj

 ⊂
∞∩
i=1

∞∪
j=i

Mj
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1.26 X = {0}とするとき，P(X ∪ P(X))の元をすべて書け。

1.27 X = {0, 1}に対して，Y = X ∪ P(X)とおくとき，Y ∩ P(Y )を求

めよ。

1.28 (i) f : A → B が全単射でないとき，逆写像 f−1 : B → Aは存在し

ない。その事情を説明せよ。

(ii) 一般の f : A → B に対して，f−1 : P(B) → P(A)であることを説明

せよ。

1.29 写像 f : X → Y が全射である必要十分条件は，写像 g : Y → X で

f ◦ gが恒等写像になるものが存在すること。

1.30 f : X → Y が単射である必要十分条件は，写像 g : Y → X で g ◦ f が
恒等写像になるものが存在すること。

1.31 集合 X,Y, P と写像 p : P → X, q : P → Y が次の性質を満たしてい

るとする。すなわち，任意の集合Aと写像 f : A → X, g : A → Y に対して，

写像 h : A → P で p ◦ h = f かつ q ◦ h = gとなるものがちょうどひとつだけ

存在するものとする。そのとき，P とX ×Y のあいだには全単射が存在する

ことを示せ。
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2 距離空間

数直線 Rの各元 x, yに対して

d(x, y) = |x－ y|

とおく。dは R× Rから Rへの関数であると考えられる。

定理 関数 d : R× R → Rは次の性質を持つ。

(D1) d(x, y) ≧ 0

(D2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(D3) d(x, y) = d(y, x)

(D4) d(x, y) + d(y, z) ≧ d(x, z) (三角不等式 )

証明 明らかである。□

EをEuclid(ユークリッド)平面とする。E上に距離の単位をひとつ定めて，

固定する。すると，2点 x, yの間の距離 d(x, y)はつねに実数で表される。

次の定理を初等幾何の議論を用いて証明せよ。

定理 2.1 関数 d : E × E → Rは次の性質を持つ。

(D1) d(x, y) ≧ 0

(D2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(D3) d(x, y) = d(y, x)

(D4) d(x, y) + d(y, z) ≧ d(x, z)

証明 (D1) ∼ (D3)は明らかである。(D4)を示そう。3点を A,B,Cとして，

d(A,B)+ d(B,C) ≧ d(A,C)すなわち AB+BC ≧ ACを見る。1直線上にあ

るときは明らか（前定理）であるから，△ABCにおいて，AB + BC > AC

を示せばよい。そのためには，ABの延長上にC′をとり，BC′ = BCとして，

AC′ > ACを見ればよい。そのためには，△AC′Cにおいて∠ACC′ > ∠AC′C

であればよいが，∠ACC′ > ∠BCC′ = ∠BC′C = ∠AC′Cである。□
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定義 集合 X に対し，dを関数 X × X → Rで条件 (D1) ∼ (D4)を満たす

ものとする。そのとき，dをX 上の距離関数といい，対 [X, d]を距離空間と

いう。

集合X 上の距離関数がすでにきまっている場合には，距離空間X という

こともある。これは，厳密には，正しい表現ではない。dと d′が同じ集合X

上の異なる距離関数のとき，距離空間 [X, d]と距離空間 [X, d′]は異なる距離

空間であるからである。

正の整数 nに対し，n個の実数を成分とするベクトル (x1, x2, . . . , xn)全体

の集合を Rn で表す。2点

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)

の距離を次のように定める。

d(x,y) =

√
(x1 − y1)

2
+ (x2 − y2)

2
+ · · ·+ (xn − yn)

2

定理 2.2 [Rn, d]は距離空間である。

証明 d(x,y)の定め方より，(D1) ∼ (D3)は明らかである。(D4)を示そう。

Rn のノルム ∥x∥を

∥x∥ =
√
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2

で定めると d(x,y) = ∥x−y∥であるから，示すべき式は ∥x−y∥+∥y−z∥ ≧
∥x− z∥と表される。さらに

a = x− y, b = y − z

とおけば，この式は ∥a+ b∥ ≦ ∥a∥+ ∥b∥と表される。この式を示せばよい。
両辺を 2乗して，内積で表せば

(a+ b,a+ b) ≦ ∥a∥2 + ∥b∥2 + 2∥a∥∥b∥

左辺を展開すると (a+ b,a+ b) = (a,a) + (b, b) + 2(a, b)となり，同じもの

を消せば，上式は

2(a, b) ≦ 2∥a∥∥b∥

と表される。これはシュワルツの不等式

|(a, b)| ≦ ∥a∥∥b∥

から従う。

シュワルツの不等式を証明するには，両辺を 2乗して

(a, b)2 ≦ (a,a)(b, b)
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を示せばよいが，これは，常に ≧ 0の 2次式

t2(a,a) + 2t(a, b) + (b, b) = (ta+ b, ta+ b) ≧ 0

の判別式 (a, b)2 − (a,a)(b, b) ≦ 0である。□

Rn 上の，上の式で定義された距離関数を Euclid距離関数と呼び，距離空

間 [Rn, d]を n次元 Euclid空間と呼ぶ。

定義 V を R上の線形空間とする。V の任意の元 v に対し，実数 ∥v∥が定
まって，次の性質を満たすとき，∥v∥を vのノルムという。

(N1) ∥v∥ ≧ 0

(N2) ∥v∥ = 0 ⇐⇒ v = 0

(N3) ∥αv∥ = |α|∥v∥

(N4) ∥v +w∥ ≦ ∥v∥+ ∥w∥

ノルムの定まった線形空間をノルム空間という。

例 2.3 通常のノルム（ベクトルの長さ）は Rnのノルムである。Euclidノル

ムという。

∥x∥ =
√
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2

定理 2.4 V をノルム空間とする。d(v,w) = ∥v −w∥とおけば，[V, d]は距

離空間である。

例 2.5 x ∈ Rn に対し

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

はノルムである。

例 2.6 x ∈ Rn に対し

∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}

はノルムである。

Rnの部分集合 Aが凸であるとは，Aの任意の 2点 a, bを結ぶ線分上の点

も Aに属するとき。

(1− t)a+ t b ∈ A (0 ≦ t ≦ 1)
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定理 2.7 Rn の任意のノルム ∥x∥に対して

A = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≦ 1}

は凸集合である。

問 2.8 n = 2のとき，∥x∥, ∥x∥1, ∥x∥∞ に対して，Aを描け。

A ⊂ Rn と t > 0に対し

tA = {ta | a ∈ A}

と表す。

定理 2.9 A ⊂ Rn を凸集合で，次の (1), (2), (3)を満たすものとする。

(1) A = −A

(2)
∩
ε>0

εA = {0}

(3)
∪
ε>0

1

ε
A = Rn

そのとき

∥x∥A = inf{r > 0 | x ∈ rA}

はノルムである。

証明 定義と (3)より 0 ≦ ∥x∥A < ∞である。定義より明らかに ∥0∥A = 0

である。(2)より x ̸= 0のとき，∥x∥A > 0である。したがって， (N1)，(N2)

が成り立つ。

定義より r > 0に対して ∥rx∥A = r∥x∥Aである。また，(2)より ∥−x∥A =

∥x∥A である。よって，(N3)が成り立つ。

ε > 0とする。r > ∥x∥Aに対して，x ∈ rAであるから，x ∈ (1+ε)∥x∥AA，
すなわち

1

(1 + ε)∥x∥A
x ∈ A

である。同様に
1

(1 + ε)∥y∥A
y ∈ A

である。Aは凸であるから

t

(1 + ε)∥x∥A
x+

1− t

(1 + ε)∥y∥A
y ∈ A (0 ≦ t ≦ 1)

が成り立つ。ここで，t =
∥x∥A

∥x∥A + ∥y∥A
とおくと，1− t =

∥y∥A
∥x∥A + ∥y∥A

で，

これらを代入すると

1

(1 + ε)(∥x∥A + ∥y∥A)
x+

1

(1 + ε)(∥x∥A + ∥y∥A)
y ∈ A
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すなわち

x+ y ∈ (1 + ε)(∥x∥A + ∥y∥A)A

したがって

∥x+ y∥A ≦ (1 + ε)(∥x∥A + ∥y∥A)

である。ε > 0は任意であったから，∥x+ y∥A ≦ ∥x∥A + ∥y∥Aとなる。よっ
て，(N4)が成り立つ。 □

例題 F を閉区間 [0, 1]上の連続関数全体の集合とする。F は関数の和，定

数倍に関し，線形空間をなす。F 上の 1ノルムを

∥f∥1 =

∫ 1

0

|f(x)| dx

と定めるとき，∥f∥1 は F 上のノルムであることを示せ。

証明 |f(x)|は閉区間 [0, 1]上の連続関数であるから，上の積分はつねに有限

の値をとる。∥f∥1が (N1) ∼ (N4)を満たすことを示せばよい。(N1), (N3)は

明らかである。(N2)と (N4)を示す。

“(N2)” ∥0∥1 = 0は明らかだから，∥f∥1 = 0 ⇒ f ≡ 0を示せばよい。そ

のためには，f を [0, 1]上の連続関数で，恒等的には 0でないものとするとき∫ 1

0

|f(x)| dx > 0

を示せば十分である。

ある点 x0 で f(x0) ̸= 0 であるから，十分小さい δ, ε > 0 に対し，区間

(x0 − ε, x0 + ε)上で |f(x)| > δ > 0であるとしてよい。すると，|f(x)| ≧ 0

より ∫ 1

0

|f(x)| dx ≧
∫ x0+ε

x0−ε

|f(x)| dx ≧ 2εδ > 0

“(N4)”

∥f + g∥1 =

∫ 1

0

|f(x) + g(x)| dx

≦
∫ 1

0

(|f(x)|+ |g(x)|) dx

= ∥f∥1 + ∥g∥1 □

例 2.10 F 上の 2ノルムを

∥f∥2 =

√∫ 1

0

|f(x)|2 dx

と定めるとき，∥f∥2 は F 上のノルムである。
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例 2.11 F 上の∞ノルムを

∥f∥∞ = max{|f(x)| | 0 ≦ x ≦ 1}

と定めるとき，∥f∥∞ は F 上のノルムである。

問題

以下の命題は正しいとは限らない。証明するか，反例を示せ。

2.12 p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1とする。a, b ≧ 0に対して

a
1
p b

1
q ≦ a

p
+

b

q

2.13 同じく，ai, bi ≧ 0に対して

n∑
i=1

aibi ≦
(

n∑
i=1

ai
p

) 1
p
(

n∑
i=1

bi
q

) 1
q

2.14 同じく，ai, bi ≧ 0に対して(
n∑

i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

≦
(

n∑
i=1

ai
p

) 1
p

+

(
n∑

i=1

bi
p

) 1
p

2.15 p ≧ 1なるとき，x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)に対して

dp(x,y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

とおけば，[Rn, dp]は距離空間である。

2.16 x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)に対して

d 1
2
(x,y) =

(√
|x1 − y1|+

√
|x2 − y2|+ · · ·+

√
|xn − yn|

)2
とおくとき，[Rn, d 1

2
]は距離空間である。

2.17 [X, d]を距離空間とする。X の点 x, y に対し d2(x, y) = (d(x, y))
2 と

おくと，[X, d2]は距離空間である。

2.18 距離空間 [X, d]に対して，[X,
√
d]は距離空間である。

2.19 距離空間 [X, d]に対して，[X, d
1
3 ]は距離空間である。

2.20 p ≧ 1とする。距離空間 [X, d]に対して，[X, d
1
p ]は距離空間である。
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2.21 距離空間 [X, d]に対して，[X, d
1+d ]は距離空間である。

2.22 距離空間 [X, d]に対して，[X,min{1, d}]は距離空間である。

2.23 X 上の 2つの距離関数 d1, d2 に対して，[X,max{d1, d2}]は距離空間
である。

2.24 X 上の 2つの距離関数 d1, d2 に対して，[X,min{d1, d2}]は距離空間
である。

2.25 X上の 2つの距離関数 d1, d2に対して，[X, d1+d2]は距離空間である。

2.26 f を区間 [0,∞)から [0,∞)への関数とする。一般に，距離空間 [X, d]

に対して，[X, f(d)]も距離空間になるためには，f がどのような条件を満た

せば十分か。適当な条件をさがし，その条件のもとで [X, f(d)]が距離空間に

なることを示せ。

2.27 距離関数の条件 (D1) ∼ (D4)のうち，(D1)は他の 3つから導かれるこ

とを示せ。

2.28 [X, d]を距離空間とするとき，次を示せ。

d(x, y) + d(u, v) ≦ d(x, u) + d(x, v) + d(y, u) + d(y, v)

2.29 [X, d]を距離空間とする。4点 u, v, w, xに対して

6d(p, u) + 2d(p, v) + 2d(p, w) + d(p, x)

が最小となる点 pは uに一致することを示せ。

2.30 平行四辺形ABCDにおいて，∠Aは鋭角でAB > ADとする。P ∈ ABCD

に対して v(P)を，A,B,C,Dのうち，Pから最も近いものとの距離とする。

v(P)を最大にする Pを求めよ。

2.31 X を日本のすべての民間空港のつくる集合とする。0 ≦ t < 24と X

の点 p, q に対し d′(p, q, t)を，時刻 tに pから q に旅行することを思い立ち，

定期便の乗継ぎによってもっとも速く行くとき，q に着く時刻を sとすると

き，かかる時間 s− tとする。さらに

d′(p, q) = max
0≦t<24

d′(p, q, t), d(p, q) = max{d′(p, q), d′(q, p)}

とおくとき，[X, d]は距離空間である。dはどのような距離であるか言葉で説

明せよ。

2.32 Gを閉区間 [0, 1]上の Riemann積分可能な関数全体の集合とする。G

の元 f に対し，∥f∥1を例題のように定めると，∥f∥1は F 上のノルムである。
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2.33 整数を成分とする数列の全体をX で表すとき，

a = (a1, a2, a3, . . .), b = (b1, b2, b3, . . .) ∈ X

に対して，d(a, b)を

d(a, b) =


1

min{n | an ̸= bn}
(a ̸= b)

0 (a = b)

と定めると，[X, d]は距離空間である。

2.34 pを素数とする。整数 n,mに対して

dp(n,m) =

{
p−k m− n = pkl (pと lは互いに素) のとき

0 n = m のとき

とおけば，[Z, d]は距離空間である。

2.35 X を長さ nの 0または 1からなる有限列の全体とする。すなわち

X = {0, 1}n = {(a1, a2, . . . , an) | aiは 0または 1}

とし，Xの 2元 a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn)に対して，d(a, b)を

異なる成分の個数，すなわち 1, 2, . . . , nのうち ak ̸= bk なる kの個数

d(a, b) = #{k | ak ̸= bk} (#は元の個数を表す。)

と定めると，[X, d]は距離空間である。
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3 距離空間の開集合と閉集合

[X, d]を距離空間とする。各 p ∈ X と ε > 0に対して

N(p, ε) = {q | q ∈ X かつ d(p, q) < ε}

とおき，これを（X における）点 pの ε近傍と呼ぶ。たとえば，Euclid平面

R2 においてはN(p, ε)は円の内部にほかならない。

定義 距離空間Xの部分集合 U が開集合であるとは，U の各点 pに対し，十

分小さい ε > 0をとれば，N(p, ε) ⊂ U となるとき。

例 3.1 (i) 空集合 ∅，全体集合X は開集合である。

(ii) 数直線 Rの開区間 (a, b)は開集合である。

(iii) Euclid平面 R2 の開円板

Int(D2) = {(x, y) | x2 + y2 < 1}

は開集合である。

定理 3.2 任意の ε近傍は開集合である。

証明 q ∈ N(p, ε)を任意に選ぶとき，ある δ > 0に対して，N(q, δ) ⊂ N(p, ε)

を示せばよい。d(p, q) < εである。δ = ε − d(p, q) > 0とおく。r ∈ N(q, δ)

に対して

d(p, r) ≦ d(p, q) + d(q, r) < d(p, q) + δ = d(p, q) + ε− d(p, q) = ε

したがって，r ∈ N(p, ε)となる。すなわち，N(q, δ) ⊂ N(p, ε)である。 □

定理 3.3 ふたつの開集合の共通部分は開集合である。

定理 3.4 任意 (無限 )個の開集合の合併集合は開集合である。

証明 λ ∈ Λ（添字集合）に対して，Uλを開集合とするとき，合併集合 U =∪
λ

Uλ が開集合であることを示す。p ∈ U とすると，ある λ ∈ Λ に対して

p ∈ Uλ である。Uλ は開集合であるから，ある ε > 0に対して N(p, ε) ⊂ Uλ

が成り立つ。したがって，N(p, ε) ⊂ U である。 □

以上の例，定理より次のことが示された。（証明しなくてよい。）
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定理 (開集合族) Xの開集合全体のつくる集合族をOで表す。そのとき，O
は次の性質を満たす。

(O1) ∅ ∈ O

(O2) X ∈ O

(O3) Oλ ∈ O(λ ∈ Λ) ⇒
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O

(O4) Oi ∈ O(i = 1, 2, . . . , n) ⇒
n∩

i=1

Oi ∈ O

定理 3.5 X の部分集合 U が開集合である必要十分条件は，（無限個の）ε近

傍の合併集合として表されることである。

証明 “必要性 ” U の各点 pに対し，ある εp > 0が存在し，N(p, εp) ⊂ U

となる。そのとき

U =
∪
p∈U

N(p, εp)

なぜなら，任意の p ∈ U に対して，p ∈ N(p, εp)であるから，“左辺⊂右辺”
である。また，各N(p, εp) ⊂ U であるから，“右辺 ⊂左辺”でもある。
“十分性 ” 定理 3.2と定理 3.4より従う。 □

定義 距離空間X の部分集合Aに対して，その閉包Aを次のように定める。

A = {p ∈ X | ∀ε > 0;N(p, ε) ∩A ̸= ∅}

すなわち，点 pのいくらでも近くにAの点が存在するような，点 pの全体

が Aである。Aのかわりに Aa と表すこともある。

例 3.6 (i) 数直線 Rにおいて，開区間 (a, b)の閉包は閉区間 [a, b]である。

(a, b) = [a, b]

(ii) Euclid平面 R2 の開円板 Int(D2)の閉包は閉円板

D2 =
{
(x, y) | x2 + y2 ≦ 1

}
である。Int(D2) = D2

例 3.7 数直線 Rにおいて，有理数の全体Qの閉包は R全体である。Q = R

証明 距離空間 t ∈ R と ε > 0 に対して，N(t, ε) ∩ Q ̸= ∅ を示せばよい。
N(t, ε) = (t− ε, t+ ε)である。開区間の幅 2εに対して，十分大きな n ∈ Z+

をとれば
1

n
< 2ε そのとき，nを分母とする有理数

{m

n

∣∣∣ m ∈ Z
}
は間隔

1

n
で並んでいるから，区間 (t−ε, t+ε)に少なくとも 1つは入っている。すなわち，
m0

n
∈ (t− ε, t+ ε)となるm0 ∈ Zが存在する。したがって，N(t, ε)∩Q ̸= ∅

である。 □
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定義 距離空間 [X, d]において，部分集合Aが稠密であるとは，A = X とな

るとき。

例 3.8 数直線 R において，有理数の全体 Q は稠密である。無理数の全体
R−Qも稠密である。

定理 3.9 (A ∪B) = A ∪B

証明 A ⊂ A ∪ B より A ⊂ (A ∪B) 同様に B ⊂ (A ∪B) したがって，

A ∪ B ⊂ (A ∪B) 逆向きの包含関係を示す。p ∈ (A ∪B)とする。任意の

ε > 0に対して，N(p, ε)∩(A∪B) ̸= ∅ したがって (N(p, ε)∩A)∪(N(p, ε)∩
B) ̸= ∅ ここで，p /∈ A とすると，ある ε0 > 0 に対して N(p, ε0) ∩ A =

∅ すると 0 < ε < ε0 なる ε に対して N(p, ε) ∩ A = ∅ 一方，前式より

(N(p, ε) ∩ A) ∪ (N(p, ε) ∩ B) ̸= ∅ したがって，N(p, ε) ∩ B ̸= ∅ すなわ

ち，0 < ε < ε0 ⇒ N(p, ε) ∩ B ̸= ∅が成り立つ。このとき，ε0 ≦ εでも

N(p, ε)∩B ̸= ∅ よって p ∈ Bである。すなわち，(A ∪B)−A ⊂ Bが成り

立つ。これは (A ∪B) ⊂ A ∪B と同値である。□

定理 3.10 A = A

証明 A ⊂ A であるから，逆の包含関係を示せばよい。p ∈ Aとする。任意

の ε > 0に対して，N(p, ε)∩A ̸= ∅である。このとき，N(p, ε)∩A ̸= ∅を示
せばよい。N(p, ε)∩A ̸= ∅より，q ∈ N(p, ε)∩Aとなる qがある。この qに

対し N(p, ε)は開集合であるから，ある δ > 0があり N(q, δ) ⊂ N(p, ε) 一

方，q ∈ AよりN(q, δ) ∩A ̸= ∅ よってN(p, ε) ∩A ̸= ∅ □

定義 X の部分集合 F が閉集合であるとは，F = F が成り立つときである。

定理 3.11 F が閉集合である必要十分条件は，X −F が開集合であることで

ある。

証明 一般に，F ⊂ X に対し，次が成り立つ。

p ∈ X − F ⇐⇒ ∃ε > 0, N(p, ε) ∩ F = ∅

⇐⇒ ∃ε > 0, N(p, ε) ⊂ X − F

ここで，F が閉集合であるとすると，F = F したがって

p ∈ X − F ⇒ ∃ε > 0, N(p, ε) ⊂ X − F

これは，X − F が開集合であることを示している。

逆に，X − F が開集合であるとすると

p ∈ X − F ⇒ ∃ε > 0, N(p, ε) ⊂ X − F ⇒ p ∈ X − F

したがって，p /∈ F ⇒ p /∈ F 対偶をとると p ∈ F ⇒ p ∈ F すなわち，

F ⊂ F ここで F ⊂ F は明らかであるから F = F が成り立つ。 □
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定理 3.12 Aの閉包は Aを含む最小の閉集合である。

定理 3.13 (閉集合族) 閉集合は，次の性質をもつ。

(F1) ∅は閉集合。

(F2) 全体集合X は閉集合。

(F3) 任意 (無限 )個の閉集合の共通部分は閉集合。

(F4) ふたつの閉集合の合併集合は閉集合。

例 3.14 (i) 数直線 Rの閉区間 [a, b]は閉集合である。

(ii) Euclid平面 R2 の閉円板

D2 =
{
(x, y) | x2 + y2 ≦ 1

}
は閉集合である。

定理 3.15 X の閉集合 F,Gで F ∩G = ∅となるものに対して，開集合 U, V

をうまく選ぶと F ⊂ U, G ⊂ V, U ∩ V = ∅とすることができる。

証明 X−GはF を含む開集合である。各 p ∈ F に対し，εp > 0でN(p, εp) ⊂
X −Gとなるものを選ぶ。Up = N

(
p,

εp
2

)
とおく。さらに，U =

∪
p∈F

Upと

おくと，U は F を含む開集合である。F,Gの役割を入れ替えて，Gから同

様の操作を行い開集合 V をつくる。すなわち，X − F は Gを含む開集合で

ある。各 q ∈ G に対し，εq > 0 で N(q, εq) ⊂ X − F となるものを選ぶ。

Vq = N
(
q,

εq
2

)
とおく。さらに，V =

∪
q∈G

Vq とおくと，V は Gを含む開集

合である。U ∩ V = ∅を示そう。そのために，U ∩ V ̸= ∅として，矛盾を導
く。U ∩ V ̸= ∅とすると，ある p ∈ F, q ∈ Gに対し，Up ∩ Vq ̸= ∅である。
すなわち，r ∈ N

(
p,

εp
2

)
∩N

(
q,

εq
2

)
が存在する。すると

d(p, q) ≦ d(p, r) + d(r, q) <
1

2
(εp + εq)

が成り立つ。ここで，どちらでもよいのだが，εp ≦ εqとすると，d(p, q) < εq

となり，p ∈ N(q, εq) ⊂ X − F となり，矛盾する。逆も同様。□

定義 X の部分集合 A に対して，p ∈ X が A の集積点であるとは，p ∈
A− {p}となるとき。

すなわち，pの任意の ε近傍が p以外の Aの点を含む（したがって無限個

含む）ときである。Aの集積点の全体を Ad で表す。

Ad =
{
p ∈ X

∣∣∣ p ∈ A− {p}
}

Ad のかわりに A′ で表すこともある。



’18位相入門 30

定理 3.16 A = A ∪Ad

定義 A−Ad の点を Aの孤立点という。

問 3.17 p ∈ Aは孤立点 ⇐⇒ ∃ε > 0;N(p, ε) ∩A = {p}

例 3.18 数直線 Rの部分集合について

(i) M = {t ∈ R | 0 < t < 1, tは有理数 }とすると

Md = [0, 1], (Md)d = Md

(ii) A =

{
t =

1

n

∣∣∣∣ n = 1, 2, 3, . . .

}
とすると，Ad = {0}, (Ad)d = ∅

(iii) B =

{
t =

1

n
+

1

m

∣∣∣∣ n,m＝ 1, 2, 3, . . .

}
とすると

Bd = {0} ∪A, (Bd)d = {0}, ((Bd)d)d = ∅

証明 “ (i)” Qの稠密性より，[0, 1]の各点の ε近傍はM の点を無限個含む。

“ (ii)” (−ε, ε)はMの点
1

n
を無限個含むから，0は集積点である。

(
1

n+ 1
,

1

n− 1

)
に含まれるM の点は

1

n
だけであるから，M の各点は孤立点。

“ (iii)” (−ε, ε)はM の点
1

n
+

1

m
を無限個含むから，0は集積点である。n

を固定するとき
(
1

n
− ε,

1

n
+ ε

)
もM の点

1

n
+

1

m
を無限個含むから，

1

n
も

集積点である。
1

n
と

1

n− 1
の間に集積点がないことを示す。任意の ε > 0に

対し，
(
1

n
+ ε,

1

n− 1

)
にM の点は有限個しかないことを示す。k ≦ lとし

1

n
+ ε <

1

k
+

1

l
<

1

n− 1

とする。後の “<”より k ≧ n 前の “<”より
1

n
<

2

k
であるから k < 2n

したがってそのような kは有限個しかない。その各 kに対し

1

n
− 1

k
+ ε <

1

l
<

1

n− 1
− 1

k

であるから lも有限個である。 □

定理 3.19 (A ∪B)d = Ad ∪Bd

定理 3.20 Ad は閉集合。

定理 3.21 (Ad)d ⊂ Ad
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定理 3.22
(
A
)d

= Ad

定義 Ad = Aとなるとき，Aを完全集合という。

例 3.23 閉区間 [a, b]は完全集合。

定理 3.24 Aに孤立点がなければ，Aは完全集合。

問題

• 以下の各問において，X は一般の距離空間を表し，集合はすべて，X

の部分集合であるものとする。

• ただ命題が述べられている場合には，証明するか，その否定を証明せよ。

3.25 有限集合は閉集合。

3.26 N(p, ε) = {q ∈ X | d(p, q) ≦ ε}

3.27 集合X に対して，d : X ×X → Rを

d(x, y) =

{
0 (x = y)

1 (x ̸= y)

とおくと，[X, d]は距離空間で，O(d) = P(X)である。

• 距離空間 [X, d]において

lim
n→∞

pn = p

とは，任意の ε > 0に対して，十分大きなN をとると

n ≧ N ⇒ pn ∈ N(p, ε)

となるときである。そのとき列 p1, p2, . . .は点 pに収束するという。

3.28 X の部分集合 Aに対して

p ∈ A ⇐⇒ Aの点列 p1, p2, . . .で pに収束するものがある。

• p ∈ X と A ⊂ X に対し，pと Aとの距離を

d(p,A) = inf{d(p, a) | a ∈ A}

により定める。
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3.29 p ∈ A ⇐⇒ d(p,A) = 0

3.30 各 A ⊂ X と ε > 0に対して

N(A, ε) = {p | p ∈ X かつ d(p,A) < ε}

とおくとき

N(A, ε) =
∪
p∈A

N(p, ε)

3.31 A =
∩
ε>0

N(A, ε)

3.32 U ⊂ X も U ⊂ X も開かつ稠密ならば，U ∩ V ⊂ X も開かつ稠密。

3.33 数直線 Rの中で 2進小数全体

Z
[
1

2

]
=
{ n

2m

∣∣∣ n ∈ Z,m ∈ N
}

は稠密である。

3.34 数直線 Rの中で

Z+
√
2Z =

{
n+

√
2m

∣∣∣ n,m ∈ Z
}

は稠密である。

3.35 αを無理数とするとき

Z+ αZ = {n+ αm | n,m ∈ Z}

は稠密である。

3.36 以下に与える R2 の部分集合の閉包を求めよ。

(i) A = {(x, y) | y = 0}

(ii) B = {(x, y) | x > 0かつ y ̸= 0}

(iii) C = A ∪B

(iv) D = {(x, y) | x+ yは有理数 }

(v) E = {(x, y) | 0 < x2 − y2 ≦ 1}

(vi) F =

{
(x, y)

∣∣∣∣x ̸= 0かつ y ≦ 1

x

}
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3.37 X ⊂ R2 を

X =
∞∪

n=1

{
(x, y)

∣∣∣∣∣
(
x− 1− 1

n

)2

+ y2 =

(
1 +

1

n

)2
}

とするとき，その閉包を求めよ。

3.38 Y ⊂ R2 を

Y =
∞∪

n=1

{(x, y) | (x− n)2 + y2 = n2}

とするとき，その閉包を求めよ。

3.39 Z ⊂ R2 を

Z =
∪

r∈(1,2)∩Q

{(x, y) | (x− r)2 + y2 = r2}

とするとき，その閉包を求めよ。

3.40 W ⊂ R2 を

W =

∞∪
n=−∞

{(
x,

1

cosx
+ n

) ∣∣∣∣ − π

2
< x <

π

2

}
とするとき，その閉包を求めよ。

3.41 Rの開集合 A,B で，4つの集合

A ∩B, A ∩B, A ∩B, A ∩B

がすべて異なるものを作れ。

3.42 GをX の開集合とする。A ⊂ X に対し G ∩A = G ∩A

3.43 任意の A ⊂ X に対し G ∩A = G ∩Aならば GはX の開集合。

3.44 {Aλ | λ ∈ Λ}をX の部分集合の族とする。

(i)
∪
λ

Aλ ⊂
∪
λ

Aλ を示せ。

(ii)
∪
λ

Aλ ̸=
∪
λ

Aλ となる例を示せ。

3.45
∪
λ

Aλ ⊃
∪
λ

Aλ の次の “証明”の誤りを指摘せよ。
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間違った証明 p ∈
∪
λ

Aλとする。任意の ε > 0に対し，pの ε近傍N(p, ε)

は
∪
λ

Aλと交わる。すなわち，ある λに対し，N(p, ε)はAλと交わる。よっ

て，その λに対し，p ∈ Aλ したがって，p ∈
∪
λ

Aλ

3.46 {Aλ | λ ∈ Λ} を X の部分集合の族とする。
∪
λ

Aλ が閉集合ならば，∪
λ

Aλ =
∪
λ

Aλ

• A ⊂ X に対し

Int(A) = {p ∈ A | ∃ε > 0に対し N(p, ε) ⊂ A}

とおき，部分集合 Aの内部という。

3.47 Int(A)は Aに含まれる最大の開集合である。

3.48 Int(A−B) ⊂ Int(A)− Int(B)

3.49 Int(A) ∪ Int(B) ⊂ Int(A ∪B) ⊂ Int(A) ∪ Int(B) ∪ (A ∩B)

3.50 U1, U2, . . . , Uk をX の互いに交わらない開集合で

(
k∪

i=1

Ui

)
= X とな

るものとするとき，1 < l < kなる lに対して

Int
(
U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ U l

)
= X −

(
U l+1 ∪ U l+2 ∪ · · · ∪ Uk

)
• A ⊂ X に対し，α(A) = Int(A), β(A) = Int(A)とおく。

3.51 Aが開集合ならば A ⊂ α(A)，Aが閉集合ならば β(A) ⊂ A

3.52 A = α(A)，B = α(B)ならば，A ∩B = α(A ∩B)

3.53 任意の A ⊂ X に対し，α(α(A)) = α(A)かつ β(β(A)) = β(A)

3.54 U, V がX の開集合で U ∩ V = ∅のとき，α(U) ∩ α(V ) = ∅

3.55 Rの部分集合 Aで，7つの集合

A, Int(A), A, α(A), β(A), α(Int(A)), β(A)

がすべて異なるものを作れ。

3.56 X の部分集合 Aに対し，補集合をとる操作 A 7→ X −A = Ac と閉包

をとる操作 A 7→ A = Aa の 2つの操作を考える。
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(i) 与えられた Aに対して，これらの操作を何回か続けて行って得られる

集合はいろいろあり得るが，多くとも 14種類に限ることを示せ。

(ii) Rの部分集合 Aで，上の 14種類の集合がすべて異なるものを作れ。

• A ⊂ X に対し，∂(A) = A− Int(A)とおく。∂(A)を Aの境界という。

3.57 (i) ∂(A) ⊂ ∂(A), ∂(Int(A)) ⊂ ∂(A)

(ii) Rの部分集合 Aで，∂(A), ∂(A), ∂(Int(A)), ∂(∂(A))がすべて異なる

ものを作れ。

3.58 R2 において

A1 = {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 < 2, x ∈ Q}

A2 = {(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 < 2}

とおき，A = A1∪A2とする。∂(A), ∂(A), ∂(Int(A)), ∂(∂(A)), ∂(Int(∂(A))

を求め，図示せよ。

3.59 ∂(A) = ∂(X −A)

3.60 Aを開集合とすると Int(∂(A)) = ∅

3.61 A,B ⊂ X に対し ∂(A ∪B) ⊂ ∂(A) ∪ ∂(B)

3.62 A ∩B = A ∩B = ∅ならば，∂(A ∪B) = ∂(A) ∪ ∂(B)

3.63 A,B が開集合のとき (A ∩ ∂(B)) ∪ (B ∩ ∂(A)) ⊂ ∂(A ∩B)

3.64 A,Bが開集合のとき ∂(A∩B) ⊂ (A∩∂(B))∪(B∩∂(A))∪(∂(A)∩∂(B))

3.65 Rの開集合 A,B で前 2問の 3つの集合がすべて異なるものを作れ。

3.66 ∂(∂(∂(A))) = ∂(∂(A))

3.67 ∂(A) ∩ ∂(B) = ∅のとき，Int(A ∪B) = Int(A) ∪ Int(B)

3.68 ∂(A) ∩ ∂(B) = ∅のとき，∂(A ∩B) = (A ∩ ∂(B)) ∪ (∂(A) ∩B)
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4 部分空間と積空間

Y を距離空間X の部分集合とする。X 上の距離関数 dを Y × Y に制限し

たものを dY とおくと，dY = d|Y×Y は Y 上の距離関数になる。（確かめよ。）

定義 距離空間 [Y, dY ]を距離空間 [X, d]の部分空間という。

例 Rn の部分空間 Sn−1 を

Sn−1 = {x | ∥x∥ = 1}

= {(x1, x2, . . . , xn) | x1
2 + x2

2 + · · ·+ xn
2 = 1}

と定める。n− 1次元単位球面（n = 2のときは単位円）という。

例 Rn の部分空間Dn を

Dn = {x | ∥x∥ ≦ 1}

= {(x1, x2, . . . , xn) | x1
2 + x2

2 + · · ·+ xn
2 ≦ 1}

と定める。n次元単位球体（n = 2のときは単位円板）という。

例 Rn の部分空間
◦
Dn を

◦
Dn = {x | ∥x∥ < 1}

= {(x1, x2, . . . , xn) | x1
2 + x2

2 + · · ·+ xn
2 < 1}

と定める。n次元単位開球体（n = 2のときは単位開円板）という。

例 Rn の部分空間 In を

In = {(x1, x2, . . . , xn) | 0 ≦ xi ≦ 1, i = 1, 2, . . . , n}

と定める。n次元単位立方体（n = 2のときは単位正方形）という。

例 Rn の部分集合 Aに対し，Rn+1 の部分集合 A× I を Aの柱という。

A× I = {(x1, x2, . . . , xn, t) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ A, t ∈ I}

である。

In = In−1 × I である。特に，正方形の柱は立方体である。

例 Rn の部分集合 Aに対し，Rn+1 の部分集合 C(A)を

C(A) ={(1− t)(x1, x2, . . . , xn, 0) + t(0, 0, . . . , 0, 1) |

(x1, x2, . . . , xn) ∈ A, t ∈ I}

と定める。Aを底とする錐という。Aの点 (x1, x2, . . . , xn)を動かすとき，Rn+1

の 2点 (x1, x2, . . . , xn, 0), (0, 0, . . . , 0, 1)を結ぶ線分たちのつくる集合である。

(0, 0, . . . , 1)のかわりに (0, 0, . . . , h)をとるものを，高さ hの錐という。
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正 4面体は正三角形を底とする錐である。円錐は円周または円板を底とす

る錐である。

Y の点 p ∈ Y に対して，N(p, ε)はX における ε近傍であるが，Y におけ

る ε近傍でないことがある。Y における ε近傍は

NY (p, ε) = N(p, ε) ∩ Y = {q ∈ Y | d(p, q) < ε}

で与えられる。

定理 4.1 B ⊂ Y が部分空間 Y の開集合である必要十分条件は B = A ∩ Y

となるX の開集合 Aが存在することである。

証明 “⇒” B ⊂ Y を Y の開集合とする。各 p ∈ B に対し，ある εp > 0

を選んで，NY (p, εp) ⊂ B とすることができる。これらの εp > 0 に対し，

A =
∪
p∈B

N(p, εp)とおくと，A ⊂ X は開集合で

A ∩ Y =
∪
p∈B

N(p, εp) ∩ Y =
∪
p∈B

NY (p, εp) = B

“⇐” A ⊂ Xが開集合で，B = A∩Y とする。p ∈ Bに対し，ある ε > 0を

選んで，N(p, ε) ⊂ Aとすることができる。そのとき，NY (p, ε) ⊂ A∩Y = B

である。□

定理 4.2 D ⊂ Y が部分空間 Y の閉集合である必要十分条件は D = C ∩ Y

となるX の閉集合 C が存在することである。

Aを Y の部分集合とするとき，AのX での閉包Aは Y に含まれないこと

がある。したがって，Aの Y での閉包 A
Y
は Aと異なることがある。

定理 4.3 A
Y
= A ∩ Y

例 4.4 半開区間 [0, 1)は数直線 Rの閉集合でも開集合でもないが，開区間
(−1, 1)の閉集合であり，閉区間 [0, 2]の開集合でもある。

定理 4.5 (開の開は開) B ⊂ Y が部分空間 Y の開集合で，Y ⊂ X がX の開

集合であれば，B ⊂ X はX の開集合である。

定理 4.6 (閉の閉は閉) D ⊂ Y が部分空間 Y の閉集合で，Y ⊂ X がX の閉

集合であれば，D ⊂ X はX の閉集合である。
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例 4.7 X を数直線 R，その部分集合 Y を有理数全体 Qとする。

(i) A =
{
r ∈ Q |

√
2 < r ≦

√
3
}
は Qの開集合であり，かつ，閉集合でも

ある。

(ii) B =
{
r ∈ Q |

√
2 < r ≦ 2

}
は Qの閉集合で，開集合でない。

(iii) C =
{
r ∈ Q | 1 < r ≦

√
3
}
は Qの開集合で，閉集合でない。

(iv) D = {r ∈ Q | 1 < r ≦ 2}は Qの開集合でなく，閉集合でもない。

定義 4.8 [X, dX ]と [Y, dY ]を距離空間とするとき，X×Y 上の積距離 dX×Y

を

dX×Y ((x, y), (x
′, y′)) =

√
dX(x, x′)2 + dY (y, y′)2

とおくと，[X × Y, dX×Y ]は距離空間になる。[X, dX ]と [Y, dY ]の積距離空

間という。

証明 dX×Y が (D1) ∼ (D4)を満たすことを示す。(D1) ∼ (D3)は明らかで

ある。(D4)を示そう。

dX×Y ((x, y), (x
′, y′)) + dX×Y ((x

′, y′), (x′′, y′′))
?

≧ dX×Y ((x, y), (x
′′, y′′))

を示したい。両辺を 2乗して

dX(x, x′)2 + dY (y, y
′)2 + dX(x′, x′′)2 + dY (y

′, y′′)2

+ 2 dX×Y ((x, y), (x
′, y′)) dX×Y ((x

′, y′), (x′′, y′′))
?

≧ dX(x, x′′)2 + dY (y, y
′′)2

を示せばよい。右辺をより大きいものに代えて

dX(x, x′)2 + dY (y, y
′)2 + dX(x′, x′′)2 + dY (y

′, y′′)2

+ 2 dX×Y ((x, y), (x
′, y′)) dX×Y ((x

′, y′), (x′′, y′′))

?

≧ {dX(x, x′) + dX(x′, x′′)}2 + {dY (y, y′) + dY (y
′, y′′)}2

を示せば十分である。整理して，等しいものを両辺から引いて

dX×Y ((x, y), (x
′, y′)) dX×Y ((x

′, y′), (x′′, y′′))

?

≧ dX(x, x′) dX(x′, x′′) + dY (y, y
′) dY (y

′, y′′)

が成り立つことを見たい。再び，2乗して{
dX(x, x′)2 + dY (y, y

′)2
}{

dX(x′, x′′)2 + dY (y
′, y′′)2

}
?

≧ dX(x, x′)2 dX(x′, x′′)2 + dY (y, y
′)2 dY (y

′, y′′)2

+ 2 dX(x, x′) dX(x′, x′′) dY (y, y
′) dY (y

′, y′′)
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を見ればよい。再び，整理して

dX(x, x′)2 dY (y
′, y′′)2 + dY (y, y

′)2 dX(x′, x′′)2

?

≧ 2 dX(x, x′) dX(x′, x′′) dY (y, y
′) dY (y

′, y′′)

を示せばよいが，移項すれば

{dX(x, x′) dY (y
′, y′′)− dY (y, y

′) dX(x′, x′′)}2
?

≧ 0

となるので明らかである。□

例 4.9 Euclid空間 Rn と Rm の積距離空間は Euclid空間 Rn+m である。

X × Y 上の距離は他の選び方もある。

定理 4.10 X × Y 上の距離 d∞ を

d∞((x1, x2), (y1, y2)) = max{dX(x1, y1), dY (x2, y2)}

とおくと，[X × Y, d∞]は距離空間になる。

定理 4.11 X × Y 上の距離 d1 を

d1((x1, x2), (y1, y2)) = dX(x1, y1) + dY (x2, y2)

とおくと，[X × Y, d1]は距離空間になる。

問題

4.12 S2 を R3 の中の単位球面とする。

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}

S2 の点 p, q に対し darc(p, q)を S2 上で pと q を結ぶ最も短い道の長さとす

る。そのとき [S2, darc ]は距離空間である。さらに，darc(p, q)を p, q の式で

表せ。

4.13 積距離空間X×Xにおいて，X×Xの部分集合 ∆ = {(p, p) | p ∈ X}
は閉集合である。
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5 連続写像

写像または関数の連続性を厳密に定義し，それを用いて厳密な証明を組み

立てることは，なかなか難しいことであった。高校数学では，「限りなく近づ

くとき」という言葉を用いて表現された。すなわち，yが xに限りなく近づ

くとき，f(y)が f(x)に限りなく近づくならば，関数 f は連続である，と定

義したのである。この定義は十分に厳密なのであるが，大規模な一般論を展

開するには不便である。たとえば，連続関数の極限が連続関数になるための

条件，一様収束性を，このような論法で述べるのは困難であろう。

そこで登場するのが，いわゆる，ε-δ 論法である。区間 I ⊂ R 上の関数
f : I → Rの連続性の定義を思い出そう。関数 f が xで連続であるとは，任

意の ε > 0に対して，δx,ϵ > 0で

y ∈ I かつ |y − x| < δx,ϵ ⇒ |f(y)− f(x)| < ε

となるものが存在するときであった。I の各点で f が連続のとき，f は連続

であると定めた。

ここで，δx,ϵ という記号を用いたのは，この δ = δx,ϵ が εだけでなく，x

にもよって定まるということを，表したかったからである。

この定義の中にでてくる |y − x|, |f(y) − f(x)| は R の距離関数である。
(d(x, y) = |y − x|, d(f(x), f(y)) = |f(y)− f(x)|) そこで，距離関数を用い

て，ふたつの距離空間 [X, dX ], [Y, dY ]の間の写像の連続性を定義しよう。

定義 [X, dX ]と [Y, dY ]を距離空間とする。X の部分集合 Aから Y への写

像 f : A → Y が，X の 1点 xで連続 (continuous)であるとは，任意の ε > 0

に対して，δx,ϵ > 0で

y ∈ Aかつ dX(y, x) < δx,ϵ ⇒ dY (f(y), f(x)) < ε

となるものが存在することである。さらに，f が Aの各点で連続なとき，f

は連続であるという。

問 5.1 f : A → Y の連続性は ε近傍を用いて次のように述べることができ

る：「任意の x ∈ X と任意の ε > 0に対して，δx,ϵ > 0で

f(N(x, δx,ϵ)) ⊂ N(f(x), ε)

となるものが存在すること」

例 5.2 (i) f : [0,∞) → R, f(x) =
√
x は連続である。

(ii) g : R− {0} → R, g(x) =
1

x
は連続である。

例 5.3 (i) σ : R2 → R, σ(x, y) = x+ y は連続である。
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(ii) µ : R2 → R, µ(x, y) = xy は連続である。

定理 5.4 X,Y, Z を距離空間とし，f : X → Y, g : Y → Z を連続写像とする

と g ◦ f : X → Z も連続写像である。

定理 5.5 積距離空間からの写像 p1 : X × Y → X，p2 : X × Y → Y を

p1(x, y) = x, p2(x, y) = y

とおくと，p1, p2 はともに連続である。

定理 5.6 さらに [Z, d]をもうひとつの距離空間とする。写像 f : Z → X, g :

Z → Y に対して，写像 h : Z → X × Y を

h(z) = (f(z), g(z))

とおくとき

hは連続 ⇐⇒ f, gはともに連続

証明 このとき，f = p1 ◦ h，g = p2 ◦ hと表すことができる。
（必要性）：hが連続とすると，(5.4)と (5.5)より，p1，p2は連続であるから，

f，gも連続である。

（十分性）：f，gが連続であるとする。任意の z ∈ Z と任意の ε > 0に対し

て，δ > 0で

d(z, z′) < δ ⇒ d(f(z), f(z′)) <
ε√
2
かつ d(g(z), g(z′)) <

ε√
2

となるものが存在する。このとき

dX×Y ((f(z), g(z)), (f(z
′), g(z′))) =

√
d(f(z), f(z′))2 + d(g(z), g(z′))2 < ε

が成り立つ。 □

定理 5.7 連続関数 f : X → R，g : X → Rに対して，max{f, g} : X → R，
min{f, g} : X → Rを

max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)}, min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)}

とおくと，それらは連続である。

定理 5.8 連続関数 f : X → R，g : X → R に対して，それらの和と積
f+g : X → R，fg : X → Rは連続である。ただし，(f+g)(x) = f(x)+g(x)

かつ (fg)(x) = f(x)g(x)である。
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証明 f，gは連続であるから

(f, g) : X → R× R, x 7→ (f(x), g(x))

も連続である。さらに，(5.3)の σ，µも連続であるから，それらの合成写像

f + g : X
(f,g)−−−→ R× R σ−→ R

∈ ∈ ∈

x 7→ (f(x), g(x)) 7→ f(x) + g(x)

fg : X
(f,g)−−−→ R× R µ−→ R

∈ ∈ ∈

x 7→ (f(x), g(x)) 7→ f(x)g(x)

も連続である。 □

問 5.9 次式で定める多項式関数 f : R → Rは連続である。

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

問 5.10 次の f : R → Rは連続であることを示せ。

f(x) =
x3 + 2x2

x2 + x+ 1

定義 [X, dX ]と [Y, dY ]を距離空間とする。X の部分集合 Aから Y への写

像 f : A → Y が，一様連続であるとは，任意の ε > 0に対し，ある δ > 0が

存在して，命題

x, y ∈ A かつ dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε

が成り立つことである。

問 5.11 (i) 一様連続と連続の定義はどう違うのか説明せよ。

(ii) 一様連続でない連続写像の例を示せ。

定理 5.12 一様連続写像は連続である。

定理 5.13 2つの距離空間 [X, dX ], [Y, dY ]の間の写像 f : X → Y に関する

条件 (A)～(D)はすべて同値である。

(A) f は連続である。

(B) U を Y の開集合とすると，f−1(U)はX の開集合である。

(C) F を Y の閉集合とすると，f−1(F )はX の閉集合である。

(D) X の任意の部分集合 Aに対して，f(A) ⊂ f(A)である。
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証明 (i)“(A) ⇒ (B)” fは連続，UをY の開集合とし，x ∈ f−1(U)とす

る。f(x) ∈ U でU は開集合であるから，ε > 0で，N(f(x), ε) ⊂ U とな

るものがある。それに対し，fは連続であるから，δ > 0で，f(N(x, δ)) ⊂
N(f(x), ε) となるものが存在する。したがって，f(N(x, δ)) ⊂ U であ

る。これは N(x, δ) ⊂ f−1(U)を示している。よって，f−1(U)は開集

合である。

(ii)“(B) ⇒ (A)” (B)を仮定する。x ∈ Xとし，ε > 0を与えられたものと

する。N(f(x), ε)は開集合であるから，仮定より，f−1(N(f(x), ε)) ⊂ X

は開集合で，x はその点である。したがって，δ > 0 で，N(x, δ) ⊂
f−1(N(f(x), ε))となるものがある。これより，f(N(x, δ)) ⊂ N(f(x), ε)

となる。これは f の連続性を示している。

(iii)“(B) ⇒ (C)” (B)を仮定し，F を Y の閉集合とする。Y −F は Y の開

集合である。仮定より，f−1(Y −F )はXの開集合である。f−1(Y −F ) =

X − f−1(F )であるから，f−1(F )はX の閉集合である。

(iv)“(C) ⇒ (B)” (C)を仮定し，Uを Y の開集合とする。Y −Uは Y の閉

集合である。仮定より，f−1(Y −U)はXの閉集合である。f−1(Y −U) =

X − f−1(U)であるから，f−1(U)はX の開集合である。

(v)“(C) ⇒ (D)” (C)を仮定し，A ⊂ Xとする。f(A)は Y の閉集合であ

る。仮定より，f−1(f(A))はXの閉集合である。ここで，f(A) ⊂ f(A)

より，A ⊂ f−1(f(A))であるから，A ⊂ f−1(f(A))となる。よって，

f(A) ⊂ f(A)が成り立つ。

(vi)“ (D) ⇒ (C)” (D)を仮定し，F を Y の閉集合とする。Xの部分集合

A = f−1(F )に仮定を適用すると，f
(
A
)
⊂ f(A)すなわちf

(
f−1(F )

)
⊂

f(f−1(F ))である。ここで，f(f−1(F )) ⊂ F であり，さらに，F は閉集

合であることより，f(f−1(F )) ⊂ F = Fを得る。よって，f
(
f−1(F )

)
⊂

F となり，f−1(F ) ⊂ f−1(F )が成り立つ。したがって，f−1(F )は閉集

合である。 □

定理 5.14 [X, d]を距離空間，X＝ U ∪V で U, V は開集合，さらに f : U →
Y, g : V → Y が連続で，任意の x ∈ U ∩ V に対して f(x) = g(x)とする。

h : X → Y を

h(x) =

{
f(x) x ∈ U のとき

g(x) x ∈ V のとき

とおくと，hは連続である。

定理 5.15 [X, d]を距離空間，X＝K ∪LでK,Lは閉集合，さらに f : K →
Y, g : L → Y が連続で，任意の x ∈ K ∩ Lに対して f(x) = g(x)とする。
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h : X → Y を

h(x) =

{
f(x) x ∈ K のとき

g(x) x ∈ Lのとき

とおくと，hは連続である。

X の部分集合の族 {Aλ | λ ∈ Λ}が X の被覆であるとは，X =
∪
λ∈Λ

Aλ と

なるときとする。さらに，すべての Aλ ⊂ X が開集合のとき，開被覆である

といい，すべての Aλ ⊂ X が閉集合のとき，閉被覆であるという。

定理 5.16 [X, d]を距離空間，X =
∪
λ∈Λ

Uλを開被覆とし，さらに fλ : Uλ → Y

が連続で，任意の x ∈ Uλ ∩ Uµ に対して fλ(x) = fµ(x)とする。f : X → Y

を

x ∈ Uλ ⇒ f(x) = fλ(x)

により定めると，f は連続である。

定義 被覆X =
∪
λ∈Λ

Kλが局所有限 (locally finite)であるとは，X の任意の

点 xに対して，近傍 Uxを十分小さくとるとき，Uxと交わるKλが有限個だ

けであるときとする。

定理 5.17 [X, d]を距離空間，X =
∪
λ∈Λ

Kλ を局所有限閉被覆とし，さらに

fλ : Kλ → Y が連続で，任意の x ∈ Kλ ∩Kµ に対して fλ(x) = fµ(x)とす

る。f : X → Y を

x ∈ Kλ ⇒ f(x) = fλ(x)

により定めると，f は連続である。

ある意味で，連続写像は群論，線型空間等の準同型写像に似た概念である。

同様な考え方で，同型写像に相当するものが，次に定義する同相写像である。

定義 距離空間X,Y に対して，写像 f : X → Y が全単射で，f も逆写像 f−1

も連続であるとき，f を同相写像 (homeomorphism)であるという。そして，

同相写像 f : X → Y が存在するとき，距離空間 X と Y は同相であるとい

う。記号X ≈ Y で表す。

例 5.18 (i) 有界閉区間はすべて同相である。[0, 1] ≈ [a, b]

(ii) 開区間はすべて同相である。(0, 1) ≈ (a, b) ≈ (a,∞) ≈ (−∞, b) ≈ R

(iii) 半開区間はすべて同相である [0, 1) ≈ [a, b) ≈ [a,∞) ≈ (0, 1] ≈ (a, b] ≈
(∞, b]
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例 5.19 開円板 Int(D2) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}は平面 R2 と同相で

ある。

証明 f : Int(D2) → R2 を

f(x) =
1

∥x∥
tan

π∥x∥
2

x

とおくと，逆写像 f−1 : R2 → Int(D2)は

f−1(y) =
2

π∥y∥
Arctan ∥y∥ y

で与えられる。 □

例 5.20 穴のあいた平面R2−{0}は円柱S1×R = {(x, y, z) ∈ R3 | x2+y2 =

1}と同相である。

証明 g : R2 − {0} → S1 × Rを

g(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,
1

2
log(x2 + y2)

)

とおくと，逆写像 g−1 : S1 × R → R2 − {0}は

g−1(cos θ, sin θ, t) = (et cos θ, et sin θ)

で与えられる。 □

例 5.21 (立体射影) 穴のあいた球面 S2−{(0, 0, 1)}は平面R2と同相である。

証明 φ : S2 − {(0, 0, 1)} → R2を，次の条件により定める。北極 (0, 0, 1)と

(x, y, z) ∈ S2 − {(0, 0, 1)}を結ぶ直線と赤道面との交点を φ(x, y, z)とおく。

式で表すと

φ(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
となる。逆写像 φ−1 : R2 → S2 − {(0, 0, 1)}は

φ−1(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
で与えられる。 □

同じ集合 X 上にふたつの異なった距離関数 d, d′ が与えられたとしよう。

距離 d, d′ はそれぞれ開集合族 O(d),O(d′)を定める。もちろん，一般には，

O(d) ̸= O(d′)だが，たまたま，一致することもある。

定義 X 上の 2つの距離 dと d′が同値であるとは，それらの定める開集合が

一致するとき，すなわち，O(d) = O(d′)となるときである。
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定理 5.22 集合 X 上の距離関数 d, d′ が同値である必要十分条件は，距離 d

に関する ε近傍を N(p, ε)，距離 d′ に関する ε近傍を N ′(p, ε)で表すとき，

次の (1),(2)が同時に成り立つことである。

(1) ∀p ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0;N ′(p, δ) ⊂ N(p, ε)

(2) ∀p ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0;N(p, δ) ⊂ N ′(p, ε)

問 5.23 上の条件 (1)は条件

• 1X : X → X は距離空間 [X, d′]から距離空間 [X, d]への写像として連

続であること

と同値である。

例 5.24 X を Euclid空間Rnとし，dを Euclid距離，d1を 1ノルム ∥x∥1か
ら定まる距離とすると，dと d1 は同値である。

例 5.25 同じく，dを Euclid距離，d∞を∞ノルム ∥x∥∞から定まる距離と
すると，dと d∞ は同値である。

例題 F を閉区間 [0, 1]上の連続関数全体のつくる集合とし，距離 d1, d∞を，

それぞれ，前章の例題，例 2.10のノルムから定まる距離とする。そのとき，

d1 と d∞ は同値でない。

証明 F 上の距離 d1, d∞ に関する ε近傍をそれぞれ N1(f, ε), N∞(f, ε)と表

す。fn ∈ F を

fn(t) =


(n+ 1) t ; 0 ≦ t ≦ 1

n+ 1
のとき

2− (n+ 1) t ;
1

n+ 1
≦ t ≦ 2

n+ 1
のとき

0 ; それ以外のとき

とおけば，fn ∈ N1

(
0,

1

n

)
だが，fn /∈ N∞(0, 1)であり，ε = 1に対して，ど

のような δ > 0をとっても，N1(0, δ) ⊂ N∞(0, 1)とはならない。 □
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定理 5.26 [X × Y, d∞]と [X × Y, dX×Y ]は同値な距離空間である。

定理 5.27 [X × Y, d1]と [X × Y, dX×Y ]は同値な距離空間である。

問題

5.28 F : R2 → Rを次のように与える。

F (x, y) =


xy

x2 + y2
x ̸= 0または y ̸= 0のとき

0 x = y = 0のとき

(i) 任意の x ∈ Rを固定するとき，t ∈ Rの関数 fx(t) = F (x, t)は連続で

あることを示せ。また，任意の y ∈ Rを固定するとき，t ∈ Rの関数
fy(t) = F (t, y)も連続であることを示せ。

(ii) θ ∈ [0, π)を固定するとき t ∈ Rの関数 gθ(t) = F (t cos θ, t sin θ)の連続

性を論ぜよ。

(iii) F : R2 → Rの連続性を論ぜよ。

5.29 f : [0, 1] → Rを次で定める。

f(t) =


1

p
t =

q

p
(p, qは互いに素な整数)

0 tは無理数

すると，f は各無理点で連続，各有理点で不連続である。

5.30 距離空間 [X, d]に対し，dと
√
dは同値である。

5.31 同じく，dとmin{1, d}とは同値である。

5.32 開区間 (0, 1)上に新たな距離 dd(x, y)を次のように定める。

dd(x, y) =

 0 （x = yのとき）
1

n
（xと yが小数 n− 1位まで一致し，n位が異なるとき）

dd(x, y)は距離であることを確かめ，通常の距離 d(x, y)と同値であることを

示せ。

5.33 2つの距離空間 [X, dX ], [Y, dY ]の間の写像 f : X → Y に関して，次の

条件 (*)は，f が連続であるための必要十分条件である。

(*) p1, p2, . . .が p ∈ X に収束すれば，f(p1), f(p2), . . .は f(p) ∈ Y に収束

する。
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5.34 X の部分集合 Aを固定するとき，X 上の関数

f(x) = d(x,A)

は連続である。

5.35 与えられた開集合 U ⊂ Rnに対して，U の各点で不連続，X −U の各

点で連続である関数の例を示せ。

5.36 (i) 連続関数 f : R → R のグラフ Γ(f) = {(x, f(x))} は閉集合で
ある。

(ii) グラフ Γ(f)が閉集合であるような，連続でない関数 f : R → Rの例を
示せ。

5.37 距離関数 d : X × X → Rは，X × X 上の積距離に関して，連続で

ある。

5.38

Xn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣
(
x− 1

n

)2

+ y2 =
1

n2

}
, X =

∞∪
n=1

Xn

Yn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣
(
x− 1− 1

n

)2

+ y2 =

(
1 +

1

n

)2
}
, Y =

∞∪
n=1

Yn

とし，f : Y → Xを f(Yn) = Xnで，同じ偏角の点を対応させるものとする。

f は連続であることを示せ。f−1 は連続か。

5.39 さらに

Zn = {(x, y) ∈ R2 | (x− n)2 + y2 = n2}, Z =
∞∪

n=1

Zn

とし，g : Z → Y を g(Zn) = Ynで，同じ偏角の点を対応させるものとする。

gは連続であることを示せ。g−1 は連続か。

5.40 重ねてさらに，ある距離空間 [W,d]に対して，写像 h : Z → W は，各

nに対して制限 h|Zn が連続であっても，連続とは限らないことを示せ。

定義 距離空間 [X, d], [Y, d′]の間の写像の列 {fn}と写像 f : X → Y につい

て，{fn}が f に収束するとは，X の各点 xについて， lim
n→∞

fn(x) = f(x)と

なるとき。

定義 さらに，{fn}が f に一様収束するとは，任意の ε > 0に対して，nが

十分大きければ

d′(fn(x), f(x)) < ε ∀x ∈ X

となるとき。
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5.41 距離空間 [X, d], [Y, d′]の間の連続写像の列 {fn}が，写像 f : X → Y

に一様収束するとき，f も連続であることを示せ。

5.42 連続写像が連続写像に収束し，かつ一様収束しない例を示せ。

定義 距離空間 [X, d]の部分集合 A が X のレトラクトであるとは，連続写

像 r : X → Aで，a ∈ A ⇒ r(a) = aを満たすものが存在するときとする。

5.43 レトラクトは閉集合。

5.44 (i) 1点は常にレトラクト。

(ii) 中間値の定理を仮定して，2点 {0, 1}は閉区間 [0, 1]のレトラクトでな

いことを示せ。

5.45 (i) x軸 (“y = 0”)は R2 のレトラクト。

(ii) 上半平面 (“y ≧ 0”)は R2 のレトラクト。

(iii) xy軸 (“y = 0”または “x = 0”)は R2 のレトラクト。

5.46 (i) 弧 (“α ≤ θ ≤ β”)は円周 S1 のレトラクト。

(ii) 北半球 (“z ≧ 0”)は球面 S2 のレトラクト。

5.47 (i) 半直線 (“θ = 0”)は R2 − {0}のレトラクト。

(ii) 区間 (“θ = 0”かつ “1 ≦ r ≦ 2”)は R2 − {0}のレトラクト。

(iii) 円周 S1 は R2 − {0}のレトラクト。
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6 濃度，有限集合と可算集合

第 3章で有限集合というものを正式の定義をせずに使った。ここで，有限

集合というものをよく検討してみよう。さらに，有限でない集合について，ど

のようなものがあるか考えてみよう。

集合 A,B に対し，Aと B は対等である，または，濃度が等しいとは，全

単射 f : A → B が存在するときとする。そのとき，それを

A ∼ B

という記号で表す。

定理 6.1 A,B,C を空でない集合とすると

(i) A ∼ A

(ii) A ∼ B ⇒ B ∼ A

(iii) A ∼ B かつ B ∼ C ⇒ A ∼ C

が成り立つ。

このことを「∼は同値関係である」といいたくなる。しかし，うっかりそう
いうと，論理的にはとんでもない破綻をきたすことになる。というのは，関

係とは集合 S 上に定義されるもので，∼を同値関係であるということには，
∼の定義されているものの全体，すなわち，集合の全体が集合であるという
主張が含まれている。集合全体の集合というものを考えると，いろいろの矛

盾が生じることは，よく知られている。

正の整数全体の集合を Nで表した。Nの各元 nに対し

In = {1, 2, . . . , n} = {i | i ∈ Nかつ 1 ≦ i ≦ n}

とする。

定義 集合 Aが有限とは，(i) A = ∅であるか，(ii)ある nに対し A ∼ Inと

なるときである。集合が有限でないとき無限であるという。

A ∼ In のとき

Card(A) = n

と表す。また

Card(∅) = 0

とおく。すなわち，有限集合 Aに対して，ちょうどひとつ整数 nが定まる。

この数を集合 Aの元の個数，または Aの濃度数という。そのとき

A = {a1, a2, . . . , an} (ai ̸= aj , 1 ≦ i < j ≦ n)
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と表すことができる。

集合Aが可算であるとは，(i) A = ∅であるか，(ii) Aのすべての元が少な

くとも 1回は現われるような列

a1, a2, a3, . . .

が存在するときとする。したがって

A = {a1, a2, . . .}

である。ここでは，同じ元が何度も現われることも許される。したがって，

すべての有限集合は可算である。すなわち，A = {a1, a2, . . . , an}とすると，
i > nに対しては ai = an とおけばよい。もしも A = {a1, a2, . . .}で，i ̸= j

に対して ai ̸= aj ならば，A ∼ Nである。このとき，Aは可算無限であると

いわれ

Card(A) = ℵ0

と表される。（ℵはアレフと読む。）

定理 6.2 Aを可算集合とすると，Aは，(i)有限であるか，(ii) Card(A) = ℵ0

であるかのいずれかである。

定理 6.3 可算集合の部分集合は可算である。

例 6.4 F を Nの有限部分集合全体とするとき，F ∼ N

証明 F ∈ F とすると，ある nに対し

F = {a1, a2, . . . , an}

と表されるから，対応する f(F ) ∈ Nを

f(F ) = 2a1−1 + 2a2−1 + · · ·+ 2an−1

とおく。f(F )を 2進数で表そう。2nを 2進数表示すると，1のあとに 0が n

個並んだ数になるから，f(F )の 2進数表示は，a1 桁目，a2 桁目，. . .an 桁

目だけが 1で残りが 0になることがわかる。したがって，f : F → Nは全単
射である。 □

問題

6.5 {
0 = ∅
i = {0, 1, . . . , i− 1} (i = 1, 2, . . .)

とおくとき，0, 1, 2, 3, 4を書き下せ。
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• したがって
0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ 3 ∈ · · ·

および

i ∈ j ⇐⇒ i < j

が成り立つ。

あらためて

6.6 X = 2 = {0, 1}に対して，Y = X ∪P(X)とおくとき，Y ∩P(Y )を求

めよ。（1.26と比較せよ。）

• 次の命題を証明するか，その否定を証明せよ。ただし，問題のなかに
は，次章以降の内容を用いないとできないものもまざっている。

6.7 (i) A ∼ C, B ∼ D ⇒ A ∩B ∼ C ∩D

(ii) A ∼ C, B ∼ D ⇒ A ∪B ∼ C ∪D

6.8 A ∼ C, B ∼ D ⇒ A×B ∼ C ×D

6.9 A,B を無限集合とするとき A ∼ A ∪B または B ∼ A ∪B

6.10 (A×B)× C ∼ A× (B × C), A×B ∼ B ×A

6.11 Q ∩ (0, 1] ∼ N

6.12 Q ∼ N

6.13 自然数の順序対 (a1, a2)の全体のつくる集合は可算集合である。

6.14 2つの自然数からなる集合 {a1, a2}全体のつくる集合は可算集合である。

6.15 整数の有限列 a = (a1, a2, . . . , an)全体 (nも動く )のつくる集合は可

算集合である。

6.16 整数の (無限 )列 a = (a1, a2, . . .)全体のつくる集合は可算集合である。

6.17 0と 1を成分とする列 s = (s1, s2, . . .)全体のつくる集合 Sは可算集合

である。

6.18 S × S ∼ S

6.19 S ∼ P(N)

6.20 可算個の有限集合 Fn(n = 1, 2, . . .)の合併集合
∞∪

n=1

Fn は可算である。
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6.21 可算個の可算集合 Cn(n = 1, 2, . . .)の合併集合
∞∪

n=1

Cn は可算である。

• 実数 xが代数的であるとは，整数を係数とする n次方程式

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

の解であるときである。

6.22 代数的数の全体 Aは可算集合である。

• 実数のうち，代数的でないものを超越数という。

6.23 超越数全体のつくる集合 T は可算集合である。

6.24 G : R → P(Q)を G(t) = {r ∈ Q | r < t}とすると，Gは単射である。

6.25 G ⊂ P(N)，すなわち，Gを正の整数の集合族とする。任意のG,G′ ∈ G
に対して，G ⊂ G′かG′ ⊂ Gのいずれかが成り立っているとすると，Gは可
算集合である。

• 通常の集合論では次の正則性の公理を仮定する。

正則性の公理 A ̸= ∅とすると Aの元 aで

b ∈ A ⇒ b /∈ a

を満たすものが存在する。

• 正則性の公理を仮定して次の問に答えよ。

6.26 (i) X ∈ X を満たす集合X は存在しない。

(ii) X1 ∈ X2, X2 ∈ X3, . . . , Xk−1 ∈ Xk, Xk ∈ X1を満たす集合X1, X2, . . . , Xk

は存在しない。

6.27 X の元の列 x1, x2, x3, . . .で

xk+1 ∈ xk (k = 1, 2, 3, . . .)

を満たすものは存在しない。
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7 Rの連続性，非可算集合
実数全体の集合 Rが可算でないことの証明にとりかかる。前章で見たよう
に，有理数全体の集合Qは可算集合である。そこで，Rの非可算性を証明す
るには，有理数にはない実数の特徴である Rの“連続性”を用いなければな
らない。

上限公理 Rの上に有界な集合 Aには上限 supA ∈ Rが存在する。

これにより，次が証明される。

定理 7.1 (区間縮小法)

[a1, b1], [a2, b2], . . .

を Rの閉区間の減少列とする，すなわち，各 iに対して

[ai+1, bi+1] ⊂ [ai, bi]

となっているとする。そのとき

∞∩
i=1

[ai, bi] ̸= ∅

である。

区間縮小法は公理として採用されることがある。

無限小数が実数を表すのは区間縮小法による。

定理 7.2 負でない実数 tの 10進小数展開

t = t0 . t1 t2 t3 · · · =
∞∑
i=0

ti
10i

(t0 ≧ 0, 0 ≦ ti ≦ 9)

において ai = t0 . t1 t2 t3 . . . ti (有限小数) = t0 +
t1
10

+ · · ·+ ti
10i

,

bi = ai +
1

10i

とおけば

{t} =
∞∩
i=1

[ai, bi]

である。

問 7.3 負でない実数 tの 10進小数展開が一意的でない必要十分条件を求めよ。

定理 7.4 Rは非可算集合である。
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証明 (G. Cantorの対角線論法による Rの非可算性の証明) 半開区間 [0, 1)

が可算集合だと仮定して，矛盾を導けば十分である。

[0, 1) = {t1, t2, t3, . . .}

と表されたとする。各 ti を 10進小数展開をして

ti = 0. t
(i)
1 t

(i)
2 t

(i)
3 · · · t(i)j · · · =

∞∑
j=1

t
(i)
j

10j

とする。ただし，有限小数で表されるものは，2通りの表示法

0.20000 · · · = 0.19999 · · ·

があるが，有限表示 (左辺) をとるものとする。対角線上に並んだ数に注目

する。
t1 = 0. t

(1)
1 t

(1)
2 t

(1)
3 · · ·

t2 = 0. t
(2)
1 t

(2)
2 t

(2)
3 · · ·

t3 = 0. t
(3)
1 t

(3)
2 t

(3)
3 · · ·

...

ti = 0. t
(i)
1 t

(i)
2 · · · · · · t

(i)
i · · ·

...

ここで，新しく，対角線上に並んだ数を小数第 i桁とする小数と格桁が（2以

上）異なる無限小数を t′ とする。

t′ = 0. t′1 t
′
2 t

′
3 · · · t′i · · · =

∞∑
i=1

t′i
10i

ただし t′i =

{
2 t

(i)
i ≧ 5 のとき

7 t
(i)
i < 5 のとき

すると，t′ ∈ [0, 1)であるから，ある iに対して，t′ = ti となる。

ところが，小数第 i桁を比べると，t′の小数第 i桁は t′i = 2, 7であるのに，

ti の小数第 i桁は t
(i)
i であり，t′ ̸= ti である。これは矛盾である。 □

A ∼ Rのとき
Card(A) = c

と表す。ここで，cは連続濃度と呼ばれる。論理上のいくつかの問題点を回避

するために，記号 Card(A)と cは単独では用いず，Card(A) = cと書くとき

だけ意味をもち，A ∼ Rを表すものとする。Card(A) = ℵ0 に関しても同じ

である。

非可算集合には次のような単純な構成のものもある。

定理 7.5 P(N)は非可算集合である。
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直接証明するより，より一般的な次の定理を示すほうが議論がわかりやすい。

定理 7.6 (Georg Cantor) 任意の集合 X に対して，X と P(X)は濃度同値

でない。実は，より強く，いかなる f : X → P(X)も全射ではない。

証明 X から P(X)への全射 f : X → P(X)が存在したと仮定して，矛盾を

導こう。x ∈ Xに対して，f(x)はXの部分集合である。したがって，x ∈ f(x)

か，x /∈ f(x)かのいずれかが必ず成り立つ。ここで

A = {x ∈ X | x /∈ f(x)}

とおくと，fは全射であるから，A = f(y)となる y ∈ X が存在する。この y

について，次の議論ができる。

(i) y ∈ Aか y /∈ Aが成り立つ。

(ii) y ∈ Aとすると，Aの定義より，y /∈ f(y)が成り立つが，A = f(y)で

あるから，y /∈ Aとなり，はじめの仮定に矛盾する。

(iii) y /∈ Aとすると，Aの定義より，y ∈ f(y)が成り立つが，A = f(y)で

あるから，y ∈ Aとなり，はじめの仮定に矛盾する。

これは矛盾である。 □

Aと B が濃度同値でないとき，A ̸∼ B とかく。したがって，つねにX ̸∼
P(X)である。これは空集合 ∅に対してさえも正しい。空集合 ∅は部分集合
∅をただひとつだけ含むが，いかなる元も含まない。

P(∅) = {∅} ̸= ∅

問題

7.7 0と 1からなる数列の全体 S の元 s = (s1, s2, . . .)に対して，2進小数

f(s) = 0.s1s2s3 . . . =
∞∑
i=1

si
2i

を対応させると，S から閉区間 [0, 1]への写像 f が得られる。

(i) f は全射である。

(ii) f は単射でない。f−1(f(s))はどのようになるか調べよ。
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7.8 0と 1からなる数列の全体 S の元 s = (s1, s2, . . .)に対して，3進小数

g(s) = 0.s1s2s3 . . . =

∞∑
i=1

si
3i

を対応させると，S から閉区間 [0, 1]への写像 gが得られる。

(i) gは単射である。

(ii) gは全射でない。g(S)はどのようになるか調べよ。

7.9 Card(S) = c

次の命題の成否を調べよ。

7.10 Rの下に有界な，空でない部分集合には，最大下界が存在する。

7.11 a < b, c < dを実数とすると，[a, b] ∼ [c, d]である。

7.12 [0, 1] ∼ [0, 1)

7.13 [0, 1] ∼ (0, 1)

7.14
(
−π

2
,
π

2

)
∼ R

7.15 Rのいかなる区間も可算ではない。

7.16 A ⊂ Rが開区間を含めば，A ∼ Rである。

7.17 A ⊂ Rで A ∼ Rならば，Aは開区間を含む。

7.18 U ⊂ Rを非可算集合とすると，U は集積点を含む。

7.19 U ⊂ Rを非可算集合とすると，U ∩ (−∞, t)も U ∩ (t,∞)も非可算で

あるような t ∈ Rが存在する。

7.20 C ⊂ Rを閉集合とすると，C は，ある可算集合 Aの閉包である。

7.21 [0, 1)× [0, 1) ∼ [0, 1)

7.22 任意の集合X に対して，P(X)からX への単射は存在しない。

これで，いくつかの集合は非可算であることがわかった。前章の問題のう

ちいくつかは，これらの事実を用いてはじめて証明できる。
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8 Bernsteinの定理

A,Bを集合とする。あるAがBのある部分集合B′と対等になるとき，す

なわち，A ∼ B′ ⊂ B となるとき，A ≦ B と表す。もし，A ≦ B で A ̸∼ B

ならば，A < B と表す。（記号 <は，いくつかのことが成り立つことを暗示

しているが，そのうちで明らかに成り立つことは，A < Aが不可能であると

いうことだけである。）

定理 8.1 A ≦ B かつ B ≦ C ならば，A ≦ C である。

定理 (Bernsteinの定理) A,B を集合とする。A ≦ B かつ B ≦ Aならば，

A ∼ B である。

証明 A ∼ B′ ⊂ B より，全単射 f : A → B′ がある。f を Aから B への単

射と思う。また，B ∼ A′ ⊂ Aより，単射 g : B → Aが存在する。a ∈ Aに

対し，a = a0 とおき，g(a1) = a0 となる a1 ∈ B があれば，a1 を a0 の親と

呼ぶ。さらに f(a2) = a1 となる a2 ∈ Aがあれば，a2 を a0 の 2代前の親と

呼ぶ。f, g は単射であるから，親はあれば一意的である。このように考える

と，Aは次の 3つの集合にわかれる。

A∞ = {a ∈ A |すべての nに対し，n代前の親は存在する }

AA = {a ∈ A |ある n ≧ 0に対し，a2n ∈ Aは存在するが，

a2n+1 ∈ B は存在しない }

AB = {a ∈ A |ある n ≧ 0に対し，a2n+1 ∈ B は存在するが，

a2n+2 ∈ Aは存在しない }

また，B も同様に 3つの集合にわかれる。

B∞ = {b ∈ B |いつまでも親がたどれる }

BA = {b ∈ B |ちょうど 2n+ 1代前の親 b2n+1 ∈ Aまでたどれる }

BB = {b ∈ B |ちょうど 2n代前の親 b2n ∈ B までたどれる }

主張 8.2 f |A∞ : A∞ → B∞, g|B∞ : B∞ → A∞ は全単射である。

主張 8.3 f |AA : AA → BA, g|BB : BB → AB は全単射である。

主張 8.4 Bernsteinの定理が成り立つ。

定理 8.5 A < B ≦ C または A ≦ B < C ならば，A < C である。

ここまでくると，任意のふたつの集合は，濃度の大小を比べられるかと問

うことは自然である。すなわち，A ≦ B か A ≧ B のいずれかは成り立つの

だろうか。じつは，これは正しいことがわかる。しかし，その証明は，いま
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までに述べられた定理の証明より，格段にむずかしい。これまでのところは，

仮定により与えられた全単射を，組み合わせたり細工をしたりすることによ

り，証明できた。まったく何の対応も与えられていない集合に対して，単射

A → BまたはB → Aを作ることは，より高い次元の困難をともなうことな

のである。

問 8.6 Bernsteinの定理の証明において，A0 = A− g(B)，B0 = B − f(A)

とおき，帰納的に

An+1 = g(Bn), Bn+1 = f(An), n = 1, 2, 3, . . .

とおくと

AA =
∞∪

n=0

A2n, AB =
∞∪

n=0

A2n+1, BB =
∞∪

n=0

B2n, BA =
∞∪

n=0

B2n+1,

A∞ = A− (AA ∪AB), B∞ = B − (BB ∪BA)

が成り立つ。

例 8.7 A = [0, 1), B = [0, 1]とし，単射 f : A → B, g : B → Aを

f(t) = t, g(t) =
1

2
t

とすると

AA = (A− g(B)) ∪ g ◦ f (A− g(B)) ∪ · · · ∪ (g ◦ f)n (A− g(B)) ∪ · · ·

=

(
1

2
, 1

)
∪
(
1

4
,
1

2

)
∪
(
1

8
,
1

4

)
∪ · · ·

BB = (B − f(A)) ∪ f ◦ g(B − f(A)) ∪ · · · ∪ (f ◦ g)n(B − f(A)) ∪ · · ·

= {1} ∪
{
1

2

}
∪
{
1

4

}
∪ · · ·

AB = g(BB) =

{
1

2

}
∪
{
1

4

}
∪
{
1

8

}
∪ · · ·

BA = f(AA) =

(
1

2
, 1

)
∪
(
1

4
,
1

2

)
∪
(
1

8
,
1

4

)
∪ · · ·

A∞ = A− (AA ∪AB) = {0}

B∞ = B − (BB ∪BA) = {0}

したがって，全単射 h : A → B は

h(t) =

 2t t =
1

2n
, n = 1, 2, 3, . . .

t それ以外

とおけばよい。
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問題

前章までの問題のうちいくつかは，Bernsteinの定理を適用することによ

り，証明が簡単になることを確かめよ。そのあとで次の問題をやれ。

8.8 上の例について，単射 f : [0, 1) → [0, 1], g : [0, 1] → [0, 1)を

f(t) =
1

2
t, g(t) =

1

2
t

で与えるとき

(i) AA, AB, A∞, BA, BB , B∞ はそれぞれ何か。

(ii) 全単射 h : A → B は何か。

8.9 開円板 {(x, y) | x2 + y2 < 1}と閉円板 {(x, y) | x2 + y2 ≦ 1}との間の
全単射を構成せよ。

8.10 無理数全体 R−Qと Rの間の全単射を構成せよ。

8.11 R× Z+ ∼ R

8.12 実数を成分とする数列全体の集合を RZ+

とすると，S ∼ RZ+

。

8.13 Rから Rへの関数の全体 ∼ P(R)

8.14 Rから Rへの連続関数の全体 ∼ R

8.15 f : A → Aを全射でない単射とすると，Aは可算無限集合を含む。

8.16 すべての無限集合は可算無限集合を含むという事実がある。この事実

が正しいという証明を試みてみよ。ただし，成り立ちそうな事実を並べた作

文をしてはならない。ひとつひとつ正しい議論を積み重ねて，ギャップを埋

めることを考えよ。いままで学んできた事柄のみを用いては，どこかで苦し

くなるであろう。しかし，議論を詰めてみることは意味がある。この問題と

前問とを比べてみよう。前問では全単射の存在が仮定より導かれる。

8.17 数学的常識の範囲を越えるほど濃度の大きい集合を構成せよ。
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9 Rnにおけるコンパクト性

1変数の微積分学において次の定理は重要である。

定理 9.1 (Heine-Borelの定理) 開区間の族 G が閉区間 [a, b]を覆っていると

き，そのうちの有限個の開区間だけで [a, b]を覆うことができる。

そのような無限被覆は微積分学の中でよく現われる。たとえば，点x0 ∈ [a, b]

で連続な関数 f : [a, b] → Rが与えられたとすると，任意の ε > 0に対し，

δx0 > 0で

x ∈ [a, b] かつ |x− x0| < δx0 ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

となるものがある。(これは連続性の定義であるが，別の定義をすることもあ

り，そのときは，簡単な議論の結果である。)ここで，さらに，f が [a, b]上

のすべての点 xで連続であると仮定すると，各点 x ∈ [a, b]に対し δx > 0で

x′ ∈ [a, b] かつ |x′ − x| < δx ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε

となるものがある。すると

G = {(x− δx, x+ δx)}

は [a, b]の被覆になっている。Heine-Borelの定理により，ある有限被覆がそ

の中から選べる。

定理 9.2 f : [a, b] → Rを連続関数とすると，f は有界である。

(この定理は，Heine-Borelの定理が，いかに微積分学の中で強力であるか

を示す一例である。)

例 9.3 Heine-Borelの定理は Rの完備性を本質的に用いている。Rを有理数
の集合 Qにおきかえて何が起こるか調べてみよう。a, b ∈ Qに対して，“閉

区間”[a, b]′ を [a, b] ∩ Qとし，同様に，“開区間”(a, b)′ を (a, b) ∩ Qとおく。
すると，そのような “開区間”よりなる族 Gで [0, 1]′を覆い，どのような有限

個をとっても，[0, 1]′ を覆いきれないものが存在する。

例 9.4 Rを Qでおきかえるとき，定理 9.2の証明が成り立たなくなるばか

りでなく，定理そのものが成り立たなくなる。連続関数 f : [0, 1]′ → Qで有
界でないものがある。

次の定理は Heine-Borelの定理の簡単な一般化である。

定理 9.5 [a, b]をRの閉区間とし，Hを開集合の族で [a, b]を覆っているもの

とする。するとHに属する有限個の開集合だけで [a, b]を覆うことができる。
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n次元 Euclid空間 Rnでは，定理 9.5の結論をコンパクト性の定義とする。

すなわち

定義 M をRnの部分集合とする。M がコンパクトであるとは，M を覆う任

意の開集合族に対し，そのうちの有限個だけでM を覆うことができるとき。

この定義によって定理 9.5をいいかえると

定理 9.5′ Rの閉区間 [a, b]はコンパクト。

Rの部分集合M が有界であるとは，ある閉区間 [a, b]に含まれるときであ

る。(そのときM は [−k, k]の形の閉区間に含まれ，各元 x ∈ M に対して

|x| ≦ kが成り立つ。逆はあきらかである。)定理 9.5′は次のように一般化さ

れる。

定理 9.6 Rの中の有界閉集合はコンパクトである。

定理 9.7 Rの中のコンパクト集合は有界である。

定理 9.8 Rの中のコンパクト集合は閉集合である。

だいたい同じ議論により，区間縮小法も一般化される。

定理 9.9 M1,M2, . . .を Rの空でない閉集合の列で，(1) M1は有界，(2) 各

iに対してMi+1 ⊂ Mi を満たすものとする。そのとき

∞∩
i=1

Mi ̸= ∅

である。

Rn における閉区間とは次の形の集合である。

J = {(x1, x2, . . . , xn) | ai ≦ xi ≦ bi, 1 ≦ i ≦ n}

ここで，各 iに対して ai および bi は ai < bi を満たす定数とする。同様に，

開区間も定義する。

定理 9.10 J1, J2, . . .を Rn の閉区間の縮小列とすると

∞∩
i=1

Ji ̸= ∅

定理 9.11 (Heine-Borelの定理) J を Rn の閉区間とし，G を開区間の族で
J を覆うものとする。するとそのうち有限個のものだけで J を覆うことがで

きる。
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定理 9.12 Rn の有界閉集合はコンパクト。

定理 9.13 Rn のコンパクト集合は有界。

定理 9.14 Rn のコンパクト集合は閉。

定理 9.15 Rnの中の有限個のコンパクト集合の合併集合もコンパクトである。

定理 9.16 M1,M2, . . .を Rnの空でない閉集合の列で，(1) M1は有界，(2)

各 iに対してMi+1 ⊂ Mi を満たすものとする。そのとき

∞∩
i=1

Mi ̸= ∅

である。

定理 9.17 (Bolzano-Weierstrassの定理) Rnにおいて，有界な無限集合は集

積点をもつ。

定理 9.18 M を Rnのコンパクト集合，f : M → Rを連続関数とすると，f

は有界。

定理 9.19 M を Rnのコンパクト集合，f : M → Rを連続関数とすると，f

は最大値と最小値をもつ。

定理 9.20 M を Rnのコンパクト集合，f : M → Rを連続関数とすると，f

は一様連続である。

例 9.21 Rn の部分集合X から Rm への連続写像 f に関して

(i) X が有界でも，f(X)は有界とは限らない。

(ii) X が閉集合でも，f(X)は閉集合とは限らない。

しかし，両方共に仮定すると

定理 9.22 同じ仮定の下に，X がコンパクトならば，f(X)もコンパクトで

ある。

Rn の部分集合 Aに対し，その直径 δ(A)を次のように定める。

δ(A) = sup
x,y∈A

d(x, y)

定理 9.23 (Lebesgue数) X を Rn のコンパクト集合とする。 その開被覆

U に対し，次を満たす ε > 0が存在する。Lebesgue（ルベーグ）数という。

A ⊂ X, δ(A) < ε ⇒ ∃U ∈ U ;A ⊂ U
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証明 U より，有限部分被覆 X ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ UN を選ぶ。各 Ui に対し

fi(x) = d(x,Rn − Ui)とおくと，fi は Rn の連続関数で

fi(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ Ui

である。そこで，f : X → Rを f(x) = max{f1(x), . . . , fN (x)}とおくと，f

は連続で X 上 f(x) > 0である。したがって，正の最小値 ε = min(f) > 0

をとる。そのとき，x ∈ X に対して f(x) > εであるから，ある iに対して

fi(x) > ε，したがって，d(x,Rn −Ui) > ε，すなわち，N(x, ε) ⊂ Uiである。

ここで，A ⊂ X, δ(A) < ε, x ∈ Aとすると，A ⊂ N(x, ε) ⊂ Ui である。□

定理 9.24 X を Rn のコンパクト集合とする。X の可算個の閉集合 Cn で，

各 Cn はX の開集合を含まないものとすると，X −
∪
n

Cn ̸= ∅である。

証明 CnはX の開集合を含まないことから，Cnの任意の点 pnの任意の近

傍N(pn, εn)はX −Cnの点 qnを含むことがわかる。X −
∪
n

Cnの点 xを求

めよう。

まず，p1, ε1 を任意に選び，N(p1, ε1) ∩ (X − C1)の点 q1 を任意に選ぶ。

q1 /∈
∪
n

Cn ならば，x = q1 は求める点である。

そうでないときは，q1の近傍N(q1, δ1)を，N(q1, δ1) ⊂ N(p1, ε1)−C1と

なるように選ぶ。N(q1, δ1)と最初に交わる Cn を Cn1 とおく。n1 > 1であ

る。N(q1, δ1)はX −Cn1 の点 q2を含む。q2 /∈
∪
n

Cnならば，x = q2は求め

る点である。

そうでないときは，上の議論を繰り返す。すなわち，q2 の近傍 N(q2, δ2)

を，N(q2, δ2) ⊂ N(q1, δ1)−Cn1 となるように選ぶ。N(q2, δ2)と最初に交わ

る Cnを Cn2 とおく。n2 > n1である。N(q2, δ2)はX −Cn2 の点 q3を含む。

q3 /∈
∪
n

Cn ならば，x = q3 は求める点である。

この議論を繰り返すとき，いずれかの段階で，qN /∈
∪
n

Cnとなれば，x = qN

は求める点である。そうでないとすると，減少列

N(q1, δ1) ⊃ N(q2, δ1) ⊃ N(q3, δ3) ⊃ . . .

が得られる。コンパクト性より，これらの共通部分は∅でない。x ∈
∩
n

N(q1, δ1)

とすれば，xは求めるものである。□

pをコンパクト集合X の孤立点とすると，{p}はX の開集合である。した

がって

定理 9.25 コンパクトな完全集合は非可算である。
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● Cantor集合

次のような方法で定義される閉区間 [0, 1]の部分集合 C を考えてみよう。

(i) C0 = [0, 1]

(ii) Ciが既に与えられ，たがいに交わらない 2i個の閉区間の合併になって

いるものとする。その各閉区間 [a, d]に対し，bと cを

a < b <
a+ d

2
< c < d

となるように選ぶ。Ciにおいて，各 [a, d]を [a, b]∪ [c, d] = [a, d]− (b, c)

で置き換えたものを Ci+1 とおく。

すると Ci+1はたがいに交わらない 2i+1個の閉区間の合併である。そこで

C =
∞∩
i=1

Ci

とおき，これをCantor集合とよぶ。

例 9.26 古典的な例は “中 3分の 1”Cantor集合 C(3) である。それは (b, c)

として，つねに，[a, d]のまん中の 3分の 1の開区間を選んで得られるもので

ある。すなわち b, cは [a, d]の 3等分点である。“中 3分の 1”Cantor集合は 3

進集合 (ternary set)ともよばれる。ここで，除く区間の長さの和を考えると

1

3
+

2

9
+

4

27
+ · · ·+ 2n−1

3n
+ · · · = 1

である。何も残らないかというと，そうでない。

定理 9.27 t ∈ [0, 1]を 3進小数展開する。

t =
a1
3

+
a2
32

+ · · ·+ an
3n

+ · · · (an = 0, 1, 2)

そのとき，tが 3進集合に含まれる必要十分条件は，すべてのnに対し，an ̸= 1

であること。

定理 9.28 さらに，t ∈ C(3) に対して

f(t) =
a1
4

+
a2
23

+ · · ·+ an
2n+1

+ · · ·

と定めると，f(t) ∈ [0, 1]で，f は C(3) から [0, 1]の上への連続写像である。

さらに，t < t′ ならば f(t) ≦ f(t′)である。

一般の Cantor集合 C に対して，次の定理が成り立つ。

定理 9.29 Sを 0と 1からなる無限列全体の集合とすると，Sと C の間には

1 : 1対応が存在する。
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証明 x ∈ C とする。各 i に対して x ∈ Ci である。x を含む Ci−1 の小区

間は，Ci の小区間を 2 つ含むが，そのとき，x が右側の小区間にあるとき

si = 1，左側の小区間にあるとき si = 0とおく。これにより，x ∈ C に対し

て，φ(x) = (s1, s2, s3, . . .) ∈ Sを定めることができる。φは C から Sへの全

単射を与えている。なぜなら，. . .

定理 9.30 任意の 2点 s, t ∈ C に対して，同相写像 h : C → C で h(s) = tを

満たすものが存在する。

定理 9.31 S 上に距離関数 dを，s = (s1, s2, . . .), t = (t1, t2, . . .)に対して

d(s, t) =
∞∑
i=1

|si − ti|
2i

とおくと，[S, d]は距離空間である。

定理 9.32 上の φ : C → S は同相写像である。

問題

9.33 (i) 開区間 (−
√
2,
√
2)を端点が有理数の開区間の合併で表せ。

(ii) 開区間 (−
√
2,
√
2)を端点が有理数の閉区間の合併で表せ。

9.34 (i) 開正方形 {(x, y) | −1 < x < 1,−1 < y < 1}を開円板の合併で
表せ。

(ii) 開円板 {(x, y) | x2 + y2 < 1}を開正方形の合併で表せ。

9.35 閉区間 [0, 1]の閉区間による被覆で，有限部分被覆をもたないような

例を構成せよ。

9.36 単位閉円板の閉円板による被覆で，有限部分被覆をもたないような例

を構成せよ。

9.37 (i) A ⊂ Rnをコンパクト集合とし，x ∈ Aとする。{x1, x2, x3, . . . }
をAの点列とする。このとき，{x1, x2 . . . }の任意の収束する部分列が
xに収束するならば，{x1, x2, x3, . . . }は xに収束する。

(ii) Aがコンパクトでないとき，(i)は成立しないことがある。反例をあげよ。

9.38 M ⊂ Rnをコンパクト集合，f : M → Rを連続関数とすると，任意の
ε > 0に対し，次を満たすM > 0が存在する。

|f(x)− f(y)| ≦ M∥x− y∥+ ε
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9.39 M を Rn の部分集合で，その上の任意の連続関数 f : M → Rは有界
であるとすると，M はコンパクトである。

9.40 xn ∈ Rが x0 に収束するとき，C = {x0, x1, x2 . . . }はコンパクトで
ある。

9.41 f : Rn → Rmを連続写像とし，M1,M2, . . .をRnのコンパクト集合の

列で，各 iに対してMi+1 ⊂ Mi を満たすものとする。そのとき

f

( ∞∩
i=1

Mi

)
=

∞∩
i=1

f(Mi)

である。

9.42 連続写像 fn : Rn → Rm が f : Rn → Rm に一様収束し，K ⊂ Rn を

コンパクト集合とするとき，C = f(K) ∪
∪
n

fn(K)はコンパクトである。

9.43 閉集合X ⊂ Rnと r > 0に対し，Y = {y ∈ Rn | ∃x ∈ Rn; ∥y−x∥ = r}
は閉集合である。

9.44 有界閉区間 [a, b]が開区間の集まり {(aλ, bλ)}で覆われているとする。そ
のとき，十分小さい δ > 0を選べば，任意のx ∈ [a, b]に対して，(x−δ, x+δ) ⊂
(aλ, bλ)となる λが存在するようにできる。

9.45 M を Rn のコンパクト集合，{Bj}を ε近傍によるM の開被覆とす

る。ただし，εは jごとに変わるものとする。そのとき，十分小さな δ > 0を

選べば，M の任意の点の δ近傍に対し，それを含むような Bj が存在するよ

うにできる。

9.46 {U1, U2, . . . }を Rn の開被覆とするとき，各 j に対し，Vj ⊂ Uj とな

る開被覆 {V1, V2, . . . }で，すべてのコンパクト集合K ⊂ Rnに対し，K と交

わる Vj は有限個だけであるようなものが存在する。

次の命題の成否を調べよ。

9.47 X = {0} ∪
{

1

n

∣∣∣∣n = 1, 2, 3, . . .

}
はコンパクトである。

9.48 Y =

∞∪
n=1

{
(x, y)

∣∣∣∣(x− 1

n
)2 + y2 =

1

n2

}
はコンパクトである。

9.49 Z =
∞∪

n−1

{
(x, y)

∣∣∣∣∣
(
x− 1− 1

n

)2

+ y2 =

(
1 +

1

n

)2
}
はコンパクトで

ある。
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9.50 これらの空間X,Y, Z と定理 9.23は矛盾するように見えるが，そうで

ない。説明せよ。

以下の問題では，C は一般の Cantor集合を表すものとする。

9.51 C はコンパクトである。

9.52 C は完全集合である。すなわち，C の各点は C の集積点である。

9.53 C の各点は，ある iに対して，Ci から Ci+1 を得るとき除いた開区間

(b, c)の端点である。

9.54 C は非可算である。

9.55 C ∼ C × C

9.56 C は区間を含まない。

9.57 T を S の部分集合で，ある番号から先はすべて同じ数字となるもの

の全体とする。すなわち，x1, x2, . . .が T に属するのは，ある N に対して，

i ≧ N ならば xi = xi+1となるときである。そのとき，T は可算である。φ−1

により，T は C のどのような点に対応するか。

K を Rのコンパクト集合とする。G = {(ai, bi)}を有限個の開区間の族で，
K を覆うものとする。そのような G に対し

L(G) =
∑
i

(bi − ai)

とおき，さらに

m(K) = inf L(G)

とおく。m(K)をK の測度と呼び，m(K) = 0のときK を零集合と呼ぶ。

9.58 定理 m([a, b]) = b－ a

9.59 定理 3進集合は零集合。

9.60 定理 0 ≦ α < 1に対して，m(C) = αとなる Cantor集合がある。

9.61 閉区間 [0, 1]に含まれる有理数の全体に番号を付け，{ri | i = 1, 2, 3, . . .}
とする。各 iに対し，ri を中心とする長さ

1

2i
の開区間 Ii を

Ii =

(
ri −

1

2i+1
, ri +

1

2i+1

)
とおく。このとき，開集合族 {Ii | i = 1, 2, 3, . . .}は [0, 1]を被覆しないこと

を示せ。
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10 Rnにおける連結性

微分積分学で学んだ中間値の定理は区間の連結性を示している。

定理 10.1 (中間値の定理) 閉区間 [a, b]上の連続関数 f が

f(a) = α, f(b) = β, α < γ < β

とすると，ある a < c < bに対して

f(c) = γ

である。

前章と同様に，区間 n個 I1, I2, . . . , Inの直積 J = I1 × I2 × · · · × Inを Rn

の区間という（閉区間ばかりではない）。すると，Rn の区間 J に対しても，

中間値の定理は成り立つ。

定理 10.2 区間 J ⊂ Rn 上の連続関数 f と 2点 a, b ∈ J に対し

f(a) = α, f(b) = β, α < γ < β

とすると，ある c ∈ J に対して

f(c) = γ

である。

区間 J ⊂ Rnを一般の部分集合X ⊂ Rnに代えたとき，上の定理は成り立

たない。たとえば，上の状況でA = f−1(α), B = f−1(β), X = A∪Bとすれ

ば，X と f に関して上の定理が成り立たないことは明らかである。

定義 Rn の部分集合 A,B が分離されるとは，次を満たすとき

A ∩B = ∅　かつ　 A ∩B = ∅

例 10.3 Rの部分集合を

A = (0, 1),　 B = (1, 2),　 C = [2, 3)

とするとき，AとBは分離され，BとCは分離されない。（明らかであろう。）

例 10.4 R2 の部分集合

A = {(0, y) | −1 ≦ y ≦ 1}, B =

{(
x, sin

1

x

)∣∣∣∣ 0 < x ≦ 1

}
は分離されない。
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定理 10.5 A,B ⊂ Rnが分離されるとする。fA : A → Rを A上の連続関数，

fB : B → Rを B 上の連続関数とする。X = A ∪B とおき，f : X → Rを

f(x) =

{
fA(x) (x ∈ A)

fB(x) (x ∈ B)

とおくと，f は連続である。

問 10.6 A,B ⊂ Rnが分離されるとすると，X = A∪Bに関して，定理 10.2

は成り立たない。

定義 Rn の部分集合X が不連結であるとは，Rn の開集合 G,H で

(*)


X ∩G ̸= ∅, X ∩H ̸= ∅
(X ∩G) ∪ (X ∩H) = X

(X ∩G) ∩ (X ∩H) = ∅

となるものが存在するときである。そうでないとき，Xは連結であるという。

例 10.7 (i) 2点集合 {0, 1} ⊂ Rは不連結である。

(ii) (0, 1) ∪ (1, 2) ⊂ Rは不連結である。

(iii) Q ⊂ Rは不連結である。

(iv) Cantor集合 C は不連結である。

問 10.8 このとき，(∗)を仮定すると

X ∩G = X −H, X ∩H = X −G

が成り立つ。

問 10.9 同じ状況で，A = X ∩ G, B = X ∩ H とおくと，A,B は分離さ

れる。

問 10.10 同じ状況で，A,B はともに X の閉集合であり，かつ X の開集合

でもある。

定理 10.11 Rn の部分集合X に関する条件 (A)～(E)はすべて同値である。

(A) X は不連結である。

(B) X から 2点集合 {0, 1}への連続な全射が存在する。

(C) 分離される集合 A,B により，X = A ∪B と表される。

(D) X は，∅でもX でもない閉かつ開集合 Y を含む。
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(E) X に関して，中間値の定理は成り立たない。

証明 (i)“ (A) ⇒ (B)” G,H を条件 (∗)を満たすものとする。f : X →
{0, 1}を

f(x) =

{
0 (x ∈ X ∩G)

1 (x ∈ X ∩H)

とおくと，f は連続な全射である。

(ii)“ (B) ⇒ (C)” f : X → {0, 1}を連続な全射とするA = f−1(0), B =

f−1(1)とおくと，A,B は分離される。

(iii)“ (C) ⇒ (D)” 分離される集合 A,Bにより，X = A∪Bと表される

とすると，A ⊂ X は閉かつ開集合である。

(iv)“ (D) ⇒ (E)” A ⊂ X を ∅ でも X でもない閉かつ開集合とする。

B = X − Aとおくと，A,B は分離され，X = A ∪ B に関して，定理

10.2は成り立たない。

(v)“ (E) ⇒ (A)” X に関して，中間値の定理は成り立たないとすると，

X 上の連続関数 f と 2点 a, b ∈ X があり，f(a) = α, f(b) = β, α <

γ < β で，f(c) = γ となる cは存在しない。したがって

A = {x ∈ X | f(x) < γ}, B = {x ∈ X | f(x) > γ}

とおくと，X = A ∪ B, A ∩ B = ∅で，A,B は X の ∅でない開集合
である。すると，部分空間の開集合の定義より，Rn の開集合 G,H で

A = X ∩G, B = X ∩H となるものが存在する。 □

定理 10.12 数直線 Rは連結である。

定理 10.13 A,B ⊂ Rnが連結で，分離されないならば，A∪Bは連結である。

定理 10.14 X ⊂ Rnを連結集合，f : X → Rmを連続写像とすると，f(X) ⊂
Rm も連結である。

定理 10.15 X ⊂ Rn を連結集合，Y をX ⊂ Y ⊂ X なる部分集合とすると，

Y も連結である。

定理 10.16 {Aλ}を Rnの連結集合の族とし，どの 2つも分離されないとす

る。そのとき，
∪

λ Aλ も連結である。

定理 10.17 A0 ⊂ Rnを連結とし，{Aλ}を Rnの連結集合の族とする。さら

に，どの Aλ も A0 とは分離されないとする。そのとき，A0 ∪ (
∪

λ Aλ)も連

結である。
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例 10.18 R2 は連結である。Rn も連結である。

例 10.19 R2−{0}は連結である。n ≧ 2に対して，Rn−{0}も連結である。

例 10.20 n ≧ 1に対して，n次元球面

Sn =
{
(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn+1

2 = 1
}

は連結である。

定義 部分集合X ⊂ Rnに対して，X に含まれる連結集合のうち，極大なも

のをX の連結成分という。

定理 10.21 X の各点 xに対し，xを含むX の連結成分が存在する。

証明 xを含み，X に含まれる連結集合すべての合併集合を考える。. . .

定理 10.22 X の相異なる連結成分は交わらない。

定理 10.21と定理 10.22の結果，Xはその連結成分により分割される。す

なわち，X の連結成分を {Xλ}とすると

X =
∪
λ

Xλ, λ ̸= µ ⇒ Xλ ∩Xµ = ∅

この分割をX の連結成分への分解という。

定理 10.23 X の連結成分はX の閉集合である。

定義 X のすべての連結成分が 1点からなるとき，X を完全不連結であると

いう。

例 10.24 Q ⊂ Rは完全不連結。

例 10.25 Cantor集合 C ⊂ Rも完全不連結。

定理 10.26 ある点を含む連結成分は，その点を含む任意の閉かつ開集合に

含まれる。

ある点を含む連結成分とその点を含むすべての閉かつ開集合の共通部分は

異なることがある。

例 10.27 X ⊂ R2 を

X = {(0,±1)} ∪
∞∪

n=1

{(
1

n
, t

)∣∣∣∣− 1 ≦ t ≦ 1

}
とおくと，点 (0, 1)の連結成分は {(0, 1)}だが，(0, 1)を含む X のすべての

閉かつ開集合の共通部分は {(0,±1)}である。
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コンパクト集合に関してはそのようなことは起こらない。

定理 10.28 X ⊂ Rn をコンパクトとする。x ∈ X に対し，その連結成分と

xを含むX のすべての閉かつ開集合の共通部分とは一致する。

証明 x を含む閉かつ開集合の全体を {Zλ} とおく。集合族 {Zλ} は共通部
分に関して閉じている。実際，Zλ と Zµ を xを含む閉かつ開集合とすると，

Zλ ∩ Zµ もそうである。

Z0 =
∩
λ∈Λ

Zλをその共通部分とする。Z0が連結であることを示せばよい。Z0

が連結でないとして，矛盾を導こう。そのとき，Z0は Z0 = Z01∪Z02, Z01∩
Z02 = ∅と 2つの閉集合 Z01, Z02 に分かれる。x ∈ Z01 としてよい。これら

はX の閉集合であるから，X の開集合によって分離することができる（定理

3.15）。Z01 ⊂ U1, Z02 ⊂ U2, U1 ∩ U2 = ∅である。
ここで，各 λ に対して，Cλ = Zλ − (U1 ∪ U2) は空集合でないことに注

意する。実際，Zλ ⊂ U1 ∪ U2 とすると，Zλ は 2 つの開集合に分かれる。

Zλ = (Zλ ∩ U1) ∪ (Zλ ∩ U2)となる。すると Zλ ∩ U1 も xを含む閉かつ開集

合であるから，また別の Zµ である。これより，Z0 ⊂ U1 となり，矛盾が導

かれた。

空でない閉集合の族 {Cλ}も共通部分に関して閉じている。実際，Cλ∩Cµ =

(Zλ ∩ Zµ)− (U1 ∪ U2)である。

そのすべての共通部分
∩
λ∈Λ

Cλ を考えると

∩
λ∈Λ

Cλ =

(∩
λ∈Λ

Zλ

)
− (U1 ∪ U2) = Z0 − (U1 ∪ U2) = ∅

である。ここで，補集合を考えて Vλ = Rn −Cλとおけば，{Vλ}は Rnの開

被覆となる。したがって，そのうちの有限個でX を覆うことができる。

X ⊂ Vλ1
∪ · · · ∪ VλN

= Rn − (Cλ1
∩ · · · ∩ CλN

) = Rn − Cµ′

Cµ′ は空でないから，これは矛盾である。□

問題

10.29 Rの連結集合は区間である。

10.30 R−Q ⊂ Rは完全不連結で，連結成分の個数は非可算である。

10.31 r ∈ Qを含む Qの閉かつ開集合の共通部分は {r}である。

10.32 例 10.4において，A ∪B は連結。
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10.33 例 10.4において，A ∪B はコンパクト。

10.34 (i) 連続関数 f : R → R のグラフ Γ(f) = {(x, f(x))} は連結で
ある。

(ii) 次式で与えられた関数 f : R → Rは連続でないが，そのグラフ Γ(f)は

連結である。

f(t) =

 sin
1

t
t > 0

0 t ≦ 0

10.35 X ⊂ R2 を

X =
{
(x, y)

∣∣∣x = ±π

2

}
∪

∞∪
n=−∞

{
(x, y)

∣∣∣−π

2
< x <

π

2
, y = secx+ n

}

とおく。点
(π
2
, 0
)
を含む，X のすべての閉かつ開集合の共通部分を求めよ。

10.36 X ⊂ Rn，A ⊂ X とし，C ⊂ X を AともX − Aとも交わる連結集

合とする。そのとき，C は境界 ∂(A)とも交わる。

10.37 X ⊂ Rn が連結である必要十分条件は，X の任意の開被覆 U と任意
の 2 点 x, y ∈ X と U に属する x ∈ Uα, y ∈ Uβ に対し，U の元の有限列
Uα0 , Uα1 , . . . , UαN で

α = α0, β = αN , Uαi−1 ∩ Uαi ∩X ̸= ∅ (i = 1, 2, 3, . . . , N)

となるものが存在することである。

10.38 C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · をコンパクト連結集合の減少列とするとき
∩

i Ci

もコンパクト連結集合である。

10.39 コンパクト性の仮定をはずすと，前問には反例がある。すなわち，連

結集合の減少列 C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · で，
∩

i Ci は連結でないものがある。

定義 A ⊂ Rn が局所連結であるとは，Aの任意の点 xと任意の ε > 0に対

し，xを含み，xの ε近傍に含まれる Rn の開集合 U で，A ∩ U が連結にな

るものが存在するとき。

10.40 例 10.4において，A ∪B は局所連結でない。

10.41 A ⊂ Rn が局所連結ならば，Aの連結成分は Aの開集合。

10.42 開集合 U ⊂ Rn は局所連結である。

10.43 開集合 U ⊂ Rn の連結成分の個数は可算である。
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10.44 数直線の開集合 U ⊂ Rに対し，どの 2つも交わらない可算個（有

限個かもしれない）の開区間 {(an, bn)}で，U =
∪
n

(an, bn)と表すことがで

きる。

定義 閉区間 [0, 1]から A ⊂ Rn への連続写像を Aの道という。

定義 A の任意の 2 点 x, y に対し A の道 γ : [0, 1] → A で， γ(0) = x か

つ γ(1) = yとなるものが存在するとき，Aは弧状連結であるという。

10.45 弧状連結ならば連結。

10.46 例 10.4において，A ∪B は弧状連結でない。


